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Poglavje 1

Funkcije ve€ spremenljivk

1.1 O prostoru R"

Na mnozici R* = R x ... x R urejenih n-teric (z1,z2,...,2,) definiramo op-
—_——

n
eraciji sestevanja elementov iz R™ in mnozenja elementov iz R"™ z realnimi stevili;

zax = (x1,22,...,2n) ER™, y = (y1,Y2,--.,Yn) € R" in @ € R naj velja

x4+y=(r1+y1, T2+ Y2, Tn + Yn),

a-x = (axy,axe,...,qL,).

Iz linearne algebre vemo, da operaciji zgoraj zadoSc¢ata aksiomom vektorskega,
) p ] J
prostora. Mnozica R™ je torej n-razsezni vektorski prostor. Spomnimo se Se

nekaj pojmov, npr.

kanoniéna baza



2 POGLAVJE 1. FUNKCIJE VEC SPREMENLJIVK
skalarni produkt

(zly) =2y

=T1Y1 +2X2y2 + ... + TnYn,

norma vektorja x

razdalja med vektorjema x in y

d(z,y) = |z -y

= V(@1 —y1)2 + (@2 —y2)2 + ...+ (Tn — Yn)?

=/ 2k (T — yr)?,

odprta krogla s sredis¢em v tocki a in polmerom r je mnozica
K(a,r) ={x e R" : ||z —al| <1},

zaprta krogla s sredis¢em v tocki a in polmerom r je mnozica
K(a,r) ={x € R": ||z —al <7},

sfera s sredis¢em v tocki a in polmerom r je mnozica

S(a,r) ={z e R" : ||z — al| =},

torej S(a,r) = bK(a,r).

Ce jeay <bi,...,a, < by, tedaj mnozico oblike
K={zeR": a1 <1 <b1,...,an <y < by}

imenujemo zaprt kvader.

Neprazna mnozica je omejena, ¢e je vsebovana v neki krogli. Torej je vsak

kvader omejena mnozica, saj je npr. vsebovana v zaprti krogli

Kla,r) ={z e R" : ||z —al <1},
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kjer je a = (a1,az2,...,a,) inr= \/(bl—a1)2+-~-+(bn—an)2.

Daljica s krajiséema v tockah a in b je mnozica
{a+tlb—a):0<t<1}
oziroma
{I=tha+th:0<t <1},

kjer je a = (a1,aa,...,a,) in b= (by,ba,...,by,).

1.1.1 Zaporedja v R”

Naj bo {a®}2° | zaporedje v R”, torej {a®}°, € R™. Pri tem je
a®) = <a§k),a§k), .. .,aﬂ”) , kel

Vsako zaporedje {a(k)}iozl C R" torej doloca n-zaporedij komponent oz. koor-

dinat
k o0 k o0 o0
{afeey {ad )y, {aPy ey

to so obic¢ajna zaporedja realnih stevil.

Iz poglavja o zaporedjih v metrié¢nih prostorih se spomnimo definicije kon-
vergence zaporedja. Zaporedje {a(k)}zo:l C R™ konvergira proti a € R", ¢e za

vsak € > 0 obstaja kg € IN, da je [|[a'®) — a|| < ¢, za vse k > k.

Izrek 1 Zaporedje {a(k)}iozl C R™ konvergira natanko tedaj, ko za vsak <,
i € {1,2,...,n}, konvergira zaporedje koordinat {agk)},;“;l. Limita zaporedja
je tocka, ki ima za koordinate limite zaporedij koordinat, t.j.

lim a® = <lim agk), lim aék),..., lim aﬁlk)> .
k— o0 k—o0 k—o0 k— o0

Dokaz: (=) Naj bo a € R" in naj {a®}° | konvergira proti a. Torej za vsak

€ > 0 obstaja ky € IN, da je

[a®) — a| < & za vse k > ko.
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Torej

za vse k > kg. Od tod sledi

‘agk) - (11‘ <g,

k
‘(Ié ) —(12‘ <g,

a®) —a,| <,

k)

za vse k > ko. 1z \agk) —a1| < € za vse k > ko sledi, da ag konvergira k a;.

Enako velja tudi za ostale komponente. Torej je

(k)

lim a;"" =a; zavse i€ {1,2,...,n}.

k—o00

(<) Naj {al(-k)}z‘;l konvergira proti a;, i € {1,2,...,n}. Tedaj za vsak ¢ > 0

obstaja kyp € IN, da je

(k) €
|(li - ai| < %,
za vse k > ko in vse i € {1,2,...,n}. Za vsako komponento posebej izberemo

ko, nato izberemo najvecjega. Sledi
la® —a))? = (@ — a1)? + (@ —a2)? + ... + (a¥) — a,)?

<n = 2 =¢?
V)
za vsak k > ko in od tod ||a®) —a|| < € za vsak k > kq. Torej limg_,o0 a®) = a.
Il

Izrek 2 R"™ je poln metricen prostor.

Dokaz: Samo skica. Naj bo {a(’“)}zo:l Cauchyjevo zaporedje. Od tod sledi, da
je za vsak i € {1,2,...,n} zaporedje koordinat {al(-k)}i":1 Cauchyjevo. Torej
po znanem izreku iz Analize 1 za vsak i € {1,2,...,n} zaporedje koordinat

{agk)}zo:l konvergira. Po prejsnjem izreku {a*)}2° | konvergira k a. O

Izrek 3 MnozZica K C R"™ je kompaktna natanko tedaj, ko je omejena in zaprta.
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Dokaz: Dovolj je, da dokazemo, da je zaprt kvader kompaktna mnozica. V
eni spremenljivki to vemo iz leme o pokritjih. V vec spremenljivkah je dokaz

podoben. Podroben dokaz najdemo v knjigi J. Vrabec: Metri¢ni prostori. [

1.2 Zvezne preslikave s podmnozic R" v R™

Zveznost je definirana tako kot v splosnih metri¢nih prostorih.

Definicija 1 Naj bo D C R™. Preslikava f : D — R™ je zvezna v tocki a € D,
ée za vsak € > 0 obstaja 6 > 0, da je ||f(x) — f(a)|| < &, ¢im je x € D tak, da

je ||z —all < 6.

To pomeni, da se f(a) poljubno malo spremeni, ¢e se le a dovolj malo spre-

meni. Prin =1 in m = 1 dobimo Ze znano definicijo.

Definicija 2 Preslikava f : D — R"™ je zvezna na D, ce je zvezna v vsaki tocki

iz D.

Definicija 3 Preslikava f : D — R™ je enakomerno zvezna na D, ce za vsak
e > 0 obstaja 6 > 0, da je ||f(x) — f(Z)|| < € za vsaka z,& € D, za katera je

|z — || < 6.

Opomba: Ce je m = 1, preslikavi f re¢emo funkcija. Natanéneje, e je m = 1
in @ = (21,22,...,2,), piSemo tudi f(x) = f(x1,22,...,2,) in pravimo, da je

f funkcija n-spremenljivk.

Opomba: V opombi zgoraj smo pisali f(x) = f(x1,z9,...,z,), Ceprav bi v
bistvu morali pisati f(z) = f((z1,%2,...,2n)), saj je @ = (z1,72,...,2,). Po-
leg tega smo zapisali, da je f funkcija n-spremenljivk, ¢eprav je spremenljivka

ena sama, t.j. © = (x1,x2,...,Ty).

Zgled: Naj bo f: R? — R definirana s predpisom
f(z1,22) = 2% + 2ixs.

Vrednost funkcije f v tocki (1,2) je f(1,2) =13+ 12.2 = 3. O
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Izrek 4 Naj bosta funkciji f in g definirani na D C R™. Naj bosta zvezni v

a €D. Tedaj so v tocki a zvezne tudi:
(i) f+g,

(i) f—g.

(iii) f-g,

(iv) f/g. g(a) # 0.

Dokaz: Dokazemo na analogen nacin kot pri funkcijah ene spremenljivke. [

Enak izrek seveda velja za funkcije, ki so zvezne povsod na D.

Izrek 5 Naj bo D C R™ in f: D — R zvezna funkcija v notranji tocki a € D.
Tedaj je [ v tej tocki zvezna kot funkcija vsake spremenljivke posebej, t.j. ce je

a=(a1,az,...,a,), so zvezne naslednje funkcije:

A= f(Nag,. .. an) v tocki A = ay,

A= flag, A, ... ap) v tocki A = ag,

A= f(ar,ag, ..., ) v tocki A = ay,.

Opomba: Ker je a notranja tocka, obstaja r > 0, da je

K(a,r) ={(z1,22,...,25) : \/(xl —a1)?2+...+ (zp —an)?2 <r}cCD.
Od tod sledi, da so tudi

{()\7a23'~-7an):(11—7‘<>\<(11—|—7‘}C'D7

{(a1,A,..,an) raz —r <A<az+r} CD,

{(a1,a2,...,\) tap—r<A<a,+r}CD

in so zato zgornje funkcije zagotovo definirane, in sicer: prva v okolici tocke a1,
druga v okolici tocke as, ...Pri tem smo razen \ fiksirali vsako od posameznih

komponent. Geometrijski prikaz za n = 2 je na sliki 1.1.
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2 (alv )‘)

/\%az

ast

()‘7 a2)

| A= ay
|

(il Ty

Slika 1.1: Funkcija f : D — R je fiksirana povsod, razen v .

Dokaz: Ker je f zvezna v a, za vsak € > 0 obstaja 0 > 0, da iz || — al| < 4,
x € D, sledi |f(x) — f(a)] < e. Ker je a notranja tocka, je € D, ¢im je ||z — af|
dovolj majhen. Torej iz ||z —al| < 0 sledi |f(z) — f(a)| < e. Naj bo [A—a1| <4,
tedaj je

lA az,y ... an) — (a1,a2,. .., a.)|| = ||(A —a1,0,...,0)]] <9,

od koder sledi

[f(N az,... an) — flar,a2,...,a,)| <e.

Torej A — f(A,az,...,a,) je zvezna v A = a;. Podobno pokazemo tudi za ostale

primere. 0

Pokazali smo torej, da iz zveznosti funkcije f sledi, da je f zvezna tudi kot
funkcija vsake spremenljivke posebej. Da obratno v splosnem ne velja, lahko

preverimo na naslednjem zgledu.

Zgled: Naj bo
2xy

7$2+y2’ 224+ 92 >0

fla,y) =

0, z,y = 0.
Ker je f(x,0) = 0 za vsak  in f(0,y) = 0 za vsak y, je torej f v tocki (0,0)
gotovo zvezna kot funkcija vsake spremenljivke posebej, t.j. = — f(x,0) je

zvezna pri x =0 in y — f(0,y) je zvezna pri y = 0.
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Slika 1.2: Grafa funkcije f

Funkcija f pa ni zvezna v (0,0), kar vidimo takole: Oglejmo si f(t,t), ko je

t majhen.

t,t) = ——=
212
22
= 1’
za vse t > 0. Torej so poljubno blizu (0,0) tocke, v katerih je f(z,y) =1. Ker

je f(0,0) = 0, funkcija v tocki (0,0) ne more biti zvezna. O

1.2.1 Nekaj primerov zveznih funkcij na R”

Naj bo ¢ realno stevilo. Konstantna funkcija
(x1,22,...,2n) — ¢,
je ocitno zvezna. Funkcijo 7
s (1, 20, mn) = ag, ke {1,2,...,n},

imenujemo k-ta projekcija prostora R"™ na R. Zveznost pokazemo tako, da

v &-§ definiciji zveznosti vzamemo za ¢ kar €. Afina linearna funkcija, t.j.
(1,22, ..., Zpn) — @121 + @22 + ... + apx, +d,

kjer so a;, i € {1,2,...,n}, in d realna $tevila, je tudi zvezna na R™. Polinomi

so tudi zvezne funkcije na R". Racionalne funkcije, t.j. kvocienti polinomov so
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zvezne na R" povsod, kjer je imenovalec razlicen od 0.

Zgled: Racionalna funkcija

1,2_|_y2_|_4

H
(z,y) -

je zvezna povsod na R?, razen tam, kjer je  — 2y = 0, torej na premici z enaébo

y:%. <>

1.3 Preslikave s podmnozic R" v R

Naj bo D C R™ in f: D — R™ preslikava. Za vsak © = (x1,29,...,2,) € D je
slika

flx) = flxr,29,...,20)

= (y1,%2,---,ym) € R™

natancéno dolocena. Vsaka od koordinat

Y1 = fl(xl,xQ,...,$n),
Y2 = f2(1'1,1'2,...,$n),
ym = fm($17$27~'7xn)

je funkcija n-spremenljivk, definirana na D. Torej ima preslikava f m-koordinatnih

(komponentnih) funkcij. Pisali bomo

f=f1fas- - fm)-

Velja pa tudi obratno. Ce je na D definirana m-terica fi, fo, ..., fyn funkcij, te
funkcije dolocajo preslikavo f : D — R™, kot zgoraj, za katero so te funkcije

koordinatne funkcije. Torej

(fl(x)7f2($)77fm($)) :f(.’L'), (EGD, DcR".

Zgled: Oglejmo si preslikavo f : R? — R?, definirano s predpisom

f(@,y) = (@® +y,zy,2° — y°).
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Koordinatne funkcije preslikave f so:

fl('ray) = '1:2 +y7
fa2(z,y) = zy,

fa(z,y) =2 — o>
O

Izrek 6 Naj bo D C R"™. Preslikava f : D — R™, je zvezna v a € D natanko

tedaj, ko so v tocki a zvezne vse njene koordinatne funkcije fi, k € {1,2,...,m}.

Dokaz: (=) Naj bo f zvezna v a. Naj bo £ > 0. Ker je f zvezna v a, obstaja
0>0,daiz ||lx—a| <0,z € D,sledi ||f(x)— f(a)]] <e. Izraz || f(x)— f(a)] < €

pomeni \/SI, (fi(2) — fi(a)® < e. Od tod sledi |fu(x) — fi(a)] <  za vsak
k, ke{1,2,...,m}. Torej je fx zvezna v a za vsak k, k € {1,2,...,m}.

(<) Naj bodo fi, fa,..., fm zvezne v a. Naj bo € > 0. Tedaj za vsak k €
{1,2,...,m} obstaja d; > 0, da je |fx(z) — fr(a)|] < &/y/m, ¢im je ||z —a|| < Ok,
z € D. Naj bo § = min{dy,d2,...,0,m}. Ceje |z —al < 4§, z € D, je tudi
|z — al| < 0 za vsak k € {1,2,...,m}. Torej je |fi(x) — fr(a)| < e/v/m. Od
tod sledi, da je

1£(@) = F@I = /S5 (fu) — fila)?

g2 g2 g2
<=+ =—+...+—
m m m
[ me?
= —_— =
m
Torej je f zvezna v a. 0

1.4 Vektorske funkcije

Definicija 4 Naj bo Z C R interval. Preslikavo f: T — R™ tedaj imenujemo
vektorska funkcija. Spremenljivko t € T ponavadi imenujemo parameter. Ko

t pretece interval I, f(t) pretece neko mnoZico v R™.

V ravnini R? smo take primere Ze obravnavali; z = g(t), y = h(t), t € [a, ].

Slika je ponavadi krivulja v R?. Pri tem je ¢ — (g(t), h(t)) preslikava, = = g(t)
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in y = h(t) pa sta parametri¢ni enacbi krivulje, npr. enotska kroznicat — (z,vy),

x = cost, y =sint, t € [0,27).

Definicija 5 Naj bo T C R in f : T — R™ wvektorska funkcija, definirana
v vsaki tocki intervala I, razen morda v tocki a. Tocka (vektor) A € R™ je
limita vektorske funkcije f v tocki a, ée za vsak € > 0 obstaja § > 0, da je

|£(t) — Al < &, éim je |t —a| < . Ce to velja, potem pisemo

lim f(t) = A.

t—a
Ocitno je
(a) lims,, f(t) = A natanko takrat, ko za vsako koordinatno funkcijo f velja

th_I};fk(t):Aka k6{17am}

(b) ¢e je f definirana tudi v tocki a, je f zvezna v tocki a natanko tedaj, ko

obstaja lim;_,, f(t) in je

lim £(t) = /(a).

t—a

Definicija 6 Naj bo f:Z — R™ wvektorska funkcija in tg € Z. Definirajmo:

Flto) = ]112% f(to +h]z_ f(tO).

Ce ta limita obstaja, jo imenujemo odvod vektorske funkcije f v tocki t.

Opomba: Tu M’L})ﬂ(to) pomeni # (f(to + h) — f(to)). Vektor deliti s skalar-

jem pomeni mnoziti ga z obratno vrednostjo tega skalarja.

Opomba: Iz odvedljivosti vektorske funkcije v to seveda sledi zveznost vek-

torske funkcije v ¢o.

Iz zgornje diskusije o limitah sledi, da je vektorska funkcija f v tocki g
odvedljiva natanko tedaj, ko so v tocki ¢ty odvedljive vse njene koordinatne

funkcije f1, fa,. .., fm, t.j. ¢e za vsak k € {1,2,...,m} obstajajo limite

fk(to) — }ILIL% fk(to + hlz - fk(to) .
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Tedaj je
fto) = (fi(to), fo(to),- .., fm(t0))-

Fizikalni pomen odvoda vektorske funkcije

Vektorske funkcije pogosto srecamo v fiziki. Npr. lego tocke v prostoru R?
zapisemo s krajevnim vektorjem r(t) = (z(t),y(t), 2(t)), t € [a, 8]. Parameter ¢
imenujemo ¢as, z(t), y(t), z(t) pa krajevne koordinate.

Odvodu krajevnega vektorja

. . or(to+h)—r(t
T’(tO):}}L%%(O)

pravimo (vektorska) hitrost v trenutku to. Kvocientu (r(to + h) — r(to))/h pa

,povprecna” vektorska hitrost med trenutkoma tq in tg + h.

r(to + h) —r(to)

v limitni legi

Slika 1.3: Vektor hitrosti tocke v prostoru

V limitni legi ima trenutna hitrost, t.j. 7(tp), smer tangente na pot tocke v

trenutku tg.

1.4.1 Diferenciabilnost in diferencial vektorske funkcije

Naj bo vektorska funkcija f : Z — R™ odvedljiva v tocki to € Z. Tedaj je

i 4 G0+ 1) = f(to) — f(to)h

=0.
h—0 h

Ce stevec oznaéimo z o(h), lahko zgornje zapisemo kot

flto+h) = f(to) = f(to)h + ofh),
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kjer je

To pa pomeni, da je mogoce vektorsko funkcijo h — f(to+h)— f(to) pri majhnih

h dobro aproksimirati z linearno vektorsko funkcijo h — f(to)h, t.j.

f(to+h) — f(to) = f(to)h.

Dobro ,,aproksimabilnost” vektorske funkcije h — f(to + h) — f(to) z linearno

vektorsko funkcijo b — f (to)h pa imenujemo diferenciabilnost.

Definicija 7 Vektorska funkcija f : T — R™ je diferenciabilna v tocki tg, ce

obstaja linearna vektorska funkcija h — L(h), (£: R — R™), da je

f(to+h) — f(to) = L(h) + o(h),

kjer je limp 0 @ =0.

Opomba: Linearna vektorska funkcija £ : R — R™ je oblike L(h) = hA, kjer je
A nek vektor iz R™ in h € R.

Izrek 7 Naj bo to € Z, T C R. Vektorska funkcija f : T — R™ je v tocki tg

diferenciabilna natanko tedaj, ko je v tocki tg odvedljiva.

Dokaz: (=) Da iz odvedljivosti sledi diferenciabilnost smo ze pokazali.

(<) Naj bo sedaj vektorska funkcija f diferenciabilna v tocki to. Tedaj je
f(to+h) = f(to) = L(h) + o(h),

kjer je limp_o @ = 0. Linearna vektorska funkcija £ je oblike L(h) = hA,

kjer je A = (A4,..., Ay) nek vektor iz R™. Sledi

f(to+h) — f(to) = hA+ o(h),

f(to+h)— f(to) o(h)
: h : A+T’
f(to+h)— f(to) o(h)
: h : h’

i (f(t0+h)—f(t0) —A) o,

h—0 h
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lim flto+h) — f(to) A

h—0 h =0,
fi 0T = F) _ 4
h—0 h

Torej je f odvedljiva v tocki ¢y in velja

f(to) = A.

Opomba: Torej je vektorska funkcija f : Z — R™ v tocki ¢ty odvedljiva natanko

takrat ko je v ¢y diferenciabilna. Pri tem je
L(h)=hA
= hf(to)-

Definicija 8 Linearno funkcijo L imenujemo diferencial funkcije f v tocki

a in jo oznacimo z (Df)(a).

1.5 Parcialni odvodi, diferenciabilnost funkcij vec
spremenljivk

Naj bo D € R" in f : D — R neka funkcija. Naj bo a = (a1,a2,...,a,)

notranja tocka v D tako, da je K(a,r) C D za nek r > 0. Tedaj je

f(\aa,...,a,) definirana v A € (a1 —r,a1 + 1),

flai, A, ..., a,) definirana v X € (ag —r,a2 + 1),

fla1,ag,..., ) definirana v A € (a, — r,an +1).

Definicija 9 Naj bo k € {1,2,...,n}. Ce

lim flar,...;ap+mn,...,a,) — flar,az,. .., an)
n—0 n
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obstaja, t.j. ce je funkcija
A= flag, ..o A ooy an)

odvedljiva pri X = ay, tedaj to limito imenujemo parcialni odvod funkcije po
k-ti spremenljivki v tocki a = (a1, as,...,a,) in jo oznacimo z

of

3xk(“) ali  fy,(a) ali (Dyf)(a).

Opomba: Parcialni odvod (e obstaja) torej izracunamo tako, da vzamemo pri
odvajanju po neki spremenljivki preostale spremenljivke za konstante. Na spod-

nji sliki si lahko ogledamo primer, ko je n = 2.

Slika 1.4: Parcialni odvod funkcije f.

Naklonski koeficient premice p je g—i(a), naklonski koeficient premice ¢ pa je

Zgled: Naj bo f funkcija dveh spremenljivk dana s predpisom

Fla,y) = a%y® — sin(ay).

Izra¢unajmo g—£(172) in 3—5(1,2). Torej

0
8—£(w, y) = 2xy° — y cos(zy)
g—ch(x,y) = 3z%y? — x cos(zy)
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%(1,2):2-1-23—%%(1-2)

=16 —2cos?2

of

6y(172)=3~12-22—lcos(1~2)

=12 — cos2.

Zgled: Naj bo f funkcija treh spremenljivk dana s predpisom
flz,y,2) = x?y32%

Parcialni odvodi so:

(z,y,2) = 2xy°2",

(z,y,2) = 3a?y*z",

(z,y,2) = 42°y°2°,

of
oz
of
dy
of
9z
Opomba: Konstantna funkcija

flzy,29,...,2n) =c

ima parcialne odvode

Q
fg

9 =0 ie{1,2,...,n}.

Zgled: Naj bo f: R"™ — R linearna funkcija in naj bo

61:(170,...70), f((il):Al,

€2 :(0,1,...70), f((ig) :AQ,
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Za
x=(x1,T2,...,Tpn)
=x1€e1 + X262 + ... +xp€H
je
flx) = f(rreq + xoea + ...+ zpey)
=az1f(e1) +a2f(e2) +... +znf(en).
Vsaka linearna funkcija na R™ je torej oblike f(z1,xo,...,z,) = A1z + ... +

Apxy, kjer je A nek tocno dolo¢en vektor iz R™. Parcialni odvodi linearne

funkcije so

of | _ of | _ of .| _
o (x) = Ay, D23 (x) = Aa, ..., Er. (x) = A,
torej konstante, neodvisne od tocke x. O

Opomba: Ker je linearna funkcija £ : R™ — R zvezna povsod, je zvezna tudi
v tocki 0. Tedaj za vsak ¢ > 0 obstaja § > 0, da je |L£(z)| < &, ¢im je |z] < 9,
torej gotovo

. J
() L@l <e, Ceje |lz] =3

Naj bo y € R™, |ly|]| = 1. Torej je

Y M
Y| T2 =5
in zato
02
£l = ¢ (53]
2 0
=3le(5v)
@ %E::C.

Naj bo sedaj y # 0 poljuben. Tedaj je

01 - |2 (12|

= |ly| 'ﬁ (ﬁﬂ

< llyllC.
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Sledi, ¢e je £ linearen funkcional, obstaja realno stevilo C' < oo, da je
IL(y)| < Clly|l za vse y € R".

Naj bo A : R" — R™ linearna preslikava. Ce je A matrika linearne preslikave,

je

1Ayl = v/ (A19)? + (A29)? + ... + (Amy)?

= \/C%Hy\l2 +C3llyl*+ ...+ CRllyl?

=P+ C3 .+

= Cllyll,
torej obstaja Stevilo C' < oo, da je
[Ayll < Cllyll za vse y € R™.
To pa pomeni, da je linearna preslikava omejena.

Definicija 10 Naj bo D C R"™. Funkcija f : D — R je v notranji tocki a € D

diferenciabilna, ¢e obstaja taka linearna funkcija £ : R™ — R, da je
fla+h) = f(a)+ L(h) + o(h),

kjer je limp_o o(R)/||h]| = 0, t.j. ée obstaja vektor A € R™, da je
fla+h)=f(a)+A-h+o(h),

kjer je limp 0 o(h)/||h|| = 0.

Opomba: Diferenciabilnost v tocki ¢ pomeni, da je pri majhnih h:

fla+h)—=f(a)=A-h,
kjer je A =[A1, Aa,..., Ay] € R™ matrika (vektor) linearne preslikave
L:hw— A-h.

Trditev 1 Linearna funkcija L (¢e obstaja) je enolicno doloc¢ena.
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Dokaz: Recimo, da obstajata dve linearni funkciji £, in Lo, da je
fla+h) = f(a) + Li(h) + 01(h),
fla+h) = f(a) + La(h) + 02(h),
kjer je limp 0 01(h)/||h]| = 0inlimp 0 02(h)/||h]| = 0. Enakosti zgoraj odstejemo
in dobimo
L1(h) = La(h) = o(h),
kjer je o(h) = 02(h) — 01(h) in limy 0 o(h)/||h|| = 0. Torej
([,1 - LQ)(h) = O(h)

Ker je h # 0, lahko zapiSemo

R o(h)

V limiti, ko gre h proti 0, dobimo
Jim (£, — £5)() = 0.
To pa je mogoce le, ¢e je L1 = L. O
Definicija 11 Linearno funkcijo L zgoraj imenujemo diferencial funkcije f v
tocki a in jo oznacimo z (Df)(a). Torej je
fla+h) = f(a) + (Df)(a)(h) + o(h).

Izrek 8 Naj bo D C R™. Ce je funkcija f: D — R v tocki a € D diferencia-
bilna, je v tej tocki tudi zvezna in parcialno odvedljiva po vseh spremenljivkah.

Komponente vektorja A so ravno parcialni odvodi.

af  of of
= 8—1‘1(a), 6—x2(a)7 ) %(a) )

t.j. linearna funkcija (Df)(a) je oblike

A

el of of
(DA@R) = 5-@h + - (@ha + ..+ 5 (a)hn
kjer je h = (hi,ha, ..., hy) € R™. Torej, ée je [ diferenciabilna v a, je
0
f(a1 —|—h1,...,an—|—hn) = f(al,...,an) =+ %(al,...,an)hl + ...+
1
0
+—5;E(a1,”.,an)hn—%o(hL

pri cemer je limy o 0(h)/[|h]| = 0.
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Dokaz: Naj bo f diferenciabilna v a € D, t.j.
fla+h)— f(a) = L(h) + o(h),

kjer je limp_,00(h)/||h]] = 0. Naj bo ¢ > 0. Ker je funkcija £ zvezna v tocki

0, obstaja § > 0, da je |[L(h)| < £/2, ¢im je ||h|| < . Po potrebi zmanjsamo §,

da je |“’|(hh”)| < 1, torej |o(h)| < ||h]|. Ce & $e zmanjsamo, lahko dosezemo, da bo

lo(h)| < /2, za ||h|| < §. Torej je

|f(a+h) = f(a)| < [L(R)| + |o(R)]

¢im je ||h]] < 6, t.j. f je zvezna v tocki a.
Naprej, pisSimo
L(h)=A-h

= Alhl + Aghg + ...+ Anhn

Izberimo si h oblike h = (h1,0,...,0). Tedaj je ||h]| = \/h? +02+...+0% =
|hi] in L(h) = A1hy. Torej

f((ll + hi,as,... ,an) — f(al,ag, R ,an) = A1hy + O(h),

kjer
h
lim ﬂ =0.
h—0 hq
Sledi
fla1 + hiyaz,... an) = f(a1, a0 a)=A1+O().
hy hy
V limiti, ko gre hy proti 0, dobimo
lim flar + hi,a9,...,an) — fla1,a2,...,a,) — A,
h1—0 hq
kar pa je ravno
of
I tay, .. an) = A
8131 (a17 , ) 1
Podobno izpeljemo $e za k € {2,3,...,n}. Pokazali smo torej

0
8—£€(¢117~-~7an)=/1k, ke{l,2,...,n}.
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O

Opomba: V primeru n = 2 opiSemo graf funkcije f z mnozico

{(z,y, f(z,y)) : (z,y) € D}.

f(xoyyo)

. f(0,40))

Yo

Slika 1.5: Geometrijski prikaz v primeru, ko je n = 2

Afina linearna funkcija g, oblike
9(z,y) = A1z + Agy + B,

predstavlja ,,dvakrat” nagnjeno ravnino, ki je dvignjena za B. Dolo¢imo strmino
na graf funkcije g v tocki (x,y0) v smeri a-osi in v smeri y-osi. V smeri x-osi

se funkcija g spreminja kot funkcija samo spremenljivke z. Strmina je tako

d

— (A7 + Asyo + B) = A;.

dZC r=x0
Podobno velja za strmino v smeri y-osi, torej

d

—(A1$0+A2y+3)‘ = As.

dy Yy=Yo

Strmino bolj splosne funkcije dolo¢imo podobno kot prej, v z-smeri

d 0
%[f(%yo)]z:wo = 6—£($07y0),

v y-smeri pa

d 0
@[f(xmy)]y:yo = a—g(xo,yo)'
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Funkeija f je torej diferenciabilna v tocki (o, yo), Ce je

flz,y) = f(zo,y0) + %(fﬂovyO) (z — o) + %(fﬂo,yo) (y —yo) +
v ~———— v v

————
f(w0+h1yy0+h2) nakl. koef. hy nakl. koof. ha

+o((x — 20,y — y0) ).
h

Torej je
) £, 30) + L 0, 30)(e = a0) + 5L 20, 30) 0 — o).

Kar pomeni, da smo graf funkcije f, blizu tocke (QL“O7 Yo, f(xo, yo)), dobro aproskimi-

rali z ravnino, ki jo dolo¢a enacha

$0,5) = F0,30) + L (0, 30)(e = 20) + 5L 20, 30) 0 — o).

Tej ravnini pravimo tudi tangentna ravnina na graf funkcije f v tocki (xq, yo).

tangentna ravnina
Yo Y

Slika 1.6: Tangentna ravnina na graf funkcije f v tocki (zo, yo)

Opomba: V naslednjem zgledu lahko vidimo, da iz zveznosti funkcije f in
obstoja parcialnih odvodov g—£($07 Yo) in g—i(ato, yo) v splosnem ne sledi diferen-

ciabilnost funkcije f v tocki (zg, yo).

Zgled: Oglejmo si naslednjo sliko.
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f(x,y)

Slika 1.7: Funkcija f je v tocki (0,0) zvezna in parcialno odvedljiva

Funkcija f je zvezna povsod, parcialna odvoda v tocki (0,0) obstajata in
sta oba enaka 0. Enacba ravnine, ki bi morala aproksimirati f, ¢e bi bila f

diferenciabilna, bi bila:
f(z,y) =0+ 0(z—0)+0(y —0) =0,

torej

Fla) = 1(0.0)+ 920,0)( —0) +

of
a_y(oao)(y - O) + O(ZC - 07y - O)a
kjer je

lim o(x =0,y —0) _

(z,y)—0 |(z — 0,y — 0)]

Dobimo torej f(x,y) = o(x,y), kar seveda pomeni, da f ni diferenciabilna. ¢

Opomba: Ce bi bila funkcija f oblike, kot kaze spodnja slika, bi bila tudi

diferenciabilna v tocki (0, 0).

f(z,y)

Slika 1.8: Funkcija f je v tocki (0,0) diferenciabilna

Izrek 9 Naj bo funkcija f v okolici tocke a € R™ parcialno odvedljiva po vseh
spremenljivkah in parcialni odvodi naj bodo v tocki a zvezne funkcije. Tedaj je

f v a diferenciabilna.
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Dokaz: Dokazali bomo za primer n = 2. Naj bo f odvedljiva po x in y v okolici

tocke (a, b) in naj bosta parcialna odvoda f, in f, zvezna v tocki (a,b). Naj bo
I=f(a+h,b+k)— f(a,b).
Pri tem sta h in k dovolj majhna, da je (a + h,b+ k) v omenjeni okolici. Torej
I=(fla+hb+k)— fla,b+k))+ (f(a,b+Fk)— f(a,b))
Za vsakega od oklepajev uporabimo Lagrangeov izrek. Tako je
I=hf(2,04+k)+kfy(a, ),

kjer je £ med a in a+ h ter y med b in b+ k. Ker sta po predpostavki f, in f,
zvezna v (a,b), sta f(Z,b+ k) in fy(a,b) oziroma fy,(a,y) in f,(a,b) poljubno
blizu, ¢e sta le h in k dovolj majhna, saj je £ med a in a + h ter § med b in

b+ k. Pisimo

fa:(i'vb+k) = fm(a7b) + M,

fy(a,9) = fy(a,b) +n2.

Torej sta 11 in 72 poljubno majhna, ¢e je le vVh? + k2 dovolj majhen oz. za vsak
€ > 0 obstaja d >0, da je |m| < e in |n2| < e, &m je Vh? + k? < 6.

Iz enakosti zgoraj dobimo
fla+h,b+k)— f(a,b) = hfz(a,b) + hm + kfy(a,b) + kno.
Pisimo o(h, k) = hny + kng, torej
fla+h,b+k)= f(a,b) + hfy(a,b) + kfy(a,b) + o(h, k)

Ce je VRZ + k2 < 6, je

jo(h k)| _ elh| +lk|
\/h2—|—k2 - \/h2+k2
LR
N/E

< 2e,
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saj je
7”” <1 in 7‘]{'
N N
od koder sledi, da je

<1,

lim 70(]1’ B
(hk)=0 VA2 T k2
Torej
f((a,b) + (h1,h2)) = f(a,b) + L(h1, h2) + o(h1, h2),
kjer je limy,_q O('ﬂlh’ﬁ”) = 0. Torej je f diferenciabilna v tocki (a, b). O

Opomba: Od tod sledi, da so polinomi diferenciabilni v vsaki tocki, saj so

njihovi parcialni odvodi spet polinomi, torej zvezni v vsaki tocki.

1.5.1 Parcialni odvodi visjega reda

Naj bo f funkcija, definirana na odprti mnozici D in naj ima v vsaki tocki iz D

definirane parcialne odvode

af .
8—:1,‘]‘7 ]6{1,2,...,n},

ki so seveda spet funkcije. Ce so te funkcije spet naprej odvedljive v vsaki tocki,
potem lahko izra¢unamo
0 0
(—f) , za je€{1,2,...,n}, ke{l,2,...,n}.
8xj

al‘k

Ce so te funkcije spet odvedljive, potem lahko izra¢unamo . . .

Zgled: Parcialna odvoda funkcije f, ki je dana s predpisom

flz,y) = 2°y° + 32y,

(z,y) = 2zy° 4 1227y

of
ox
% 9,22 4
ay(w,y)—?wcy + 627y.
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Ce e enkrat parcialno odvajamo, dobimo §tiri parcialne odvode drugega reda

% (%) (z,y) = 2> + 362%y>
% (%) (z,y) = 6xy* + 2423y
% (%) (z,y) = 6xy* + 242°y
(,% (8—];) (z,y) = 627y + 62*

Opomba: Parcialne odvode visjega reda ponavadi oznacimo:

ali

ali

af
— )| =DyD;f, Dj=——, Dp=——
aa:j> &Dif, Di=g" Dr

o (ory_ o
Oxp \ Oz _&Ek@xj

o (o),
Oz, \Oz; ) 7%

Ce obstajajo odvodi tudi vigjih redov, lahko v splognem zapisemo

Po dogovoru odvajamo z desne strani, t.j. najprej po xy,, potem po zy

Dy, Dy, ... Dy

oP
B 6$k16$k2 . 8Ikp '

P

p—17 * "

Zgled: Dolo¢imo %(x,y) za

Torej

fla,y) =27y,

an 82 6,20
M(Ly) = a—yz(h y)

= (%(1401"%19)

=140 - 192598,
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Opomba: V enem od zgornjih zgledov smo opazili, da je

02 0?
Oydxr  O0xdy

za vse (r,y) iz definicijskega obmodcja. Velja to morda to tudi v splosnem?

Izrek 10 Naj bo funkcija f v okolici tocke a € R™ parcialno odvedljiva po
spremenljivkah x; in x in naj bosta parcialna odvoda D;f in Dyf v okolici
tocke a zvezna. Naj v tej okolici obstajata tudi Dy D;f in D;Dyf in naj bosta

zvezna v tocki a. Tedaj sta ta odvoda v tocki a enaka, torej
(DrD;f)(a) = (D;Dy.f)(a).

Dokaz: Dovolj je, da izrek dokazemo na primeru funkcije dveh spremenljivk,
saj pri odvajanju vzamemo vse druge spremenljivke za konstante. Naj bo torej
f funkcija dveh spremenljivk. Naj bo f v okolici tocke (a, b) parcialno odvedljiva
po z in po y. Odvoda f; in f, naj bosta v tej okolici zvezna. Poleg tega naj bo
fx v tej okolici parcialno odvedljiva po y in f, v tej okolici parcialno odvedljiva
po z. Odvoda, t.j. fuy in fy naj bosta zvezni funkeiji v (a,b). Dokazati

moramo, da je fyy(a,b) = fyz(a,b). Naj bo
J=fla+h,b+k)— fla+h,b) = fla,b+ k) + f(a,b).

Pri tem sta h in k tako majhna, da je (a + h,b+ k) vedno v predpisani okolici.
Naj bo

g(x) = f(z,b+ k) — f(x,b).
Tako je

J=gla+h)—g(a).

Po predpostavki je g odvedljiva po z. Po Lagrangeovem izreku je
J =g (@)h,
kjer je ¥ med a in a + h, t.j.

J = hfo(3,b+k) — hfu(3,b).
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Se enkrat uporabimo Lagrangeov izrek (to lahko, saj fy,s obstaja). Dobimo

(%) J = fuu(Z,9)hk,
kjer je Z med a in a4+ h in y med b in b+ k.
Naj bo
h(y) = fla+h,y) = fla,y).
Tako je
J = h(b+ k) — h(b).

Kot prej, dvakrat uporabimo Lagrangeov izrek in dobimo

() J = fuy(Z,9)kh,

kjer je  med @ in a + h ter g med b in b+ k. Privzeli bomo, da sta h in k oba
hkrati razliéna od 0, t.j. hk # 0. Iz () in (xx) sledi

Torej

saj hk # 0. Izraz (x * x) velja za vsaka hk # 0 in VA2 4+ k? dovolj majhen. Za
druga h in k bosta z,y in Z,y druga¢na. Pri h — 0 in k — 0, gre (Z,y) — (a,b)

in (2,9) — (a,b). Zaradi zveznosti fy,, v tocki (a,b), je

limo fyz (37 27) = fyz(a7 b)‘

h,k—

Zaradi zveznosti fy, v tocki (a,b) je

h}llcrgo fwy(x7 y) = fwy(a7 b)

Od tod torej sledi

fyw(a7 b) = fwy(a7 b)‘
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Definicija 12 Naj bo D C R"™ odprta mnoZica. Z oznako C¥(D) oznacimo
prostor vseh funkcij na D, ki imajo zvezne vse parcialne odvode, do vkljucno

reda k.

Opomba: C¥(D) je linearen prostor, operatorji odvajanja do reda k so lin-

earni in pri meSanih odvodih ni pomemben vrstni red odvajanja.

1.6 Diferenciabilnost preslikav z (odprtih mnozic)
R" v R™

Naj bo D C R”™ odprta mnozica in f : D — R™ preslikava. Naj bo a € D
notranja tocka. Ce se da f v okolici tocke a dobro aproksimirati z linearno

preslikavo pravimo, da je f v tocki a diferenciabilna:

Definicija 13 Naj bo D C R™ odprta mnozica. Preslikava f : D — R™ je v

tocki a € D diferenciabilna, ce obstaja linearna preslikava A : R™ — R™, da je
fla+h) = f(a) + A(h) + o(h),
kjer je limy,_g 0(h)/||h]| = 0.
Opomba: V posebnem primeru, ko je preslikava f : R™ — R™ linearna, je
fla+h) = f(a) + f(h);

ker je f linearna je torej (Df)(a) = f za vsako toc¢ko a. (Linearna preslikava,

ki dano linearno preslikavo najbolje aproksimira, je kar preslikava sama)

Opomba: Podobno kot pri funkcijah (m = 1) dokazemo, da je v tem primeru
linearna preslikava A enolicno dolo¢ena. Imenujemo jo diferencial preslikave f

v tocki a in jo oznac¢imo z (D f)(a). Torej je

fla+h) = f(a) + (Df)(a)(h) + oh).

Opomba: Linearne preslikave bomo obravnavali vedno v kanoni¢nih bazah na

R™ in R™. Linearna preslikava A : R™ — R™ je tedaj enolicno dolo¢ena z
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matriko reda m x n, ki jo oznacimo z A. (Spomnimo se, da se linearna preslikava

izrazi z drugo matriko, ¢e bazo spremenimo.)

A A - A
Aoy Ao Ao,
A =
Aml Am2 e Amn
Ce je
hy
ha
h= ,
I
je
A A - A hi
Ag1 Aao Asp hs
Ah =
Aml Am2 e Amn hn

Arihiy + Aigho + ...+ Ainha
Ag1hy + Assho + ...+ Asnhy

Amlhl + Am2h2 + ...+ Amnhn

Naj bo D C R". Preslikava f : D — R™ ima m-komponentnih funkcij, t.j.
fi, fo, ..., fm. Naj bo f diferenciabilna v tocki a. Tedaj iz definicije diferencia-

bilnosti sledi

fla+h) = f(a) + Ah + o(h).
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Ce zadnjo enakost razpisemo po komponentah, dobimo

fl(a + h) = fl(a) + Aih + Ol(h)

fg(a + h) = fg(a) + Ash + Og(h)

fm(a+ h) = fm(a) + Amh + Om(h)7

kjer je A; = [Aj1, Aja, ..., Ajn], 7 € {1,2,...,m} in limy_0 o(h)/||h]| = 0. Ker
je loj(h)] < |lo(h)||, za vsak j, j € {1,2,...,m}, je tudi limy_, 0;(h)/||h]| = 0.
Iz j-te vrstice zgornjega sistema enach sledi, da je j-ta koordinatna funkcija

diferenciabilna v tocki a, j € {1,2,...,m}.

Izrek 11 Naj bo D C R™. Naj bo a € D notranja tocka. Preslikava f : D —
R™ je diferenciabilna natanko tedaj, ko so v tocki a diferenciabilne vse mjene

koordinatne funkcije.

Dokaz: (=) Smo ze dokazali v diskusiji zgoraj.
(<) Recimo, da so v tocki a diferenciabilne vse koordinatne funkcije f1, fa, ..., fm.
Torej velja
fila+h) = fe(a) + Aph + ok (h),
kier Ay = [Ak1, Ao, ..., Akn), k € {1,2,...,m} in limy_0 0k (R)/||R]| = 0, za

vsak k € {1,2,...,m}. Zgornje zapisemo v matri¢ni obliki
fla+h) = f(a) + Ah + o(h).

Ker je o(h) = [01(h),02(h),...,0m(h)]T in je limp_ook(h)/||h| = 0 za vsak
ke{1,2,...,m}, je tudi

loI _ . Joi(h)? | 0a(h)? om(h)?
11m = 11m +—++7:O
O 1] V% (3 Il
Torej je f res diferenciabilna v tocki a. O

Diskusija: Kaj so pravzaprav stevila A;; v matriki A? Za funkcije (t.j. v

primeru m = 1) to ze vemo. Npr. ¢e D C R™ in f : D — R diferenciabilna v
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tocki a, je
»
0 0 7] h
a1 = )+ | @, g @ i@ || ol
_hn_
0 0 0
:f()‘*‘&Efl()h1+af2()hz-l-...—i—a—i(a)hn—i-o(h).

V primeru f: D — R™ je matrika A podana:

[ O0h 0f1 df i
8x1( a) 8—x2(a) 8—xn(a)
df2 df2 0f2

A 8x1() axQ() axn()
6fm Ofm Ofm

i a—xl(a) a—xg(a) a—%(a) |

Opomba: Zgornjo matriko imenujemo tudi Jacobijeva matrika.

Opomba: Torej, ce je preslikava f: D — R™ diferenciabilna v tocki a, je

fla+h) = f(a) + (Df)(a)h +ofh),

kjer je limp_oo(h)/||h]] = 0. Pri tem je diferencial funkcije f v tocki a, v

kanoni¢nih bazah na R™ in R™, podan z zgornjo matriko parcialnih odvodov

[ O0f1 df1 of
33:1( a) a—u(a) %(G)
8f2 6f2 8f2
(Df)(a) = axl( a) am( a) - axn( a)
8fm Ofm Ofm
i a—xl(a) 8—:@((1) a—%(a) |

Kot linearno preslikavo (D f)(a) identificiramo z Jacobijevo matriko. Ce je

h1
hs
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dobimo torej

[ 0h, Oh
8951 (r“)il,'g
s\ O

fla+h)=f(a)+ | O (@) Oxo

Ofr  Ofm
9, Y By

(a)
(a)

(a)

of
o,
o,
oxy,

O
oxy,

(a)
(a)

(a)

hy
ha

Posledica 1 Naj bo D C R™, f: D — R™ preslikava in a € D notranja tocka.

Ce v okolici tocke a vsi parcialni odvodi vseh koordinatnih funkcij preslikave f

obstajajo in so v a zvezni, tedaj je vsaka koordinatna funkcija diferenciabilna.

Torej je po prejsnjem izreku f diferenciabilna v a.

1.6.1 Diferenciabilnost kompozicije preslikav

Izrek 12 (o diferenciabilnosti kompozicije) Naj bo D C R™, D' C R™,

: D — R™ diferenciabilna v notranji tocki a € D in f(a) = b € D' naj bo
f J j

notranja tocka iz D'. Naj bo g : D' — RP preslikava, ki je diferenciabilna v tock:

b. Tedaj je kompozicija F = go [ diferenciabilna v toc¢ki a in velja

(DF)(a) = (Dg)(f(a)) o (Df)(a).

Opomba: Torej je diferencial kompozicije enak kompoziciji diferencialov. Ce

imamo v prostorih R™, R™ in v RP kot ponavadi kanoni¢ne baze fiksirane, potem

se (Df)(a) izraza z Jacobijevo matriko reda m x n, ki jo obi¢ajno oznac¢imo

kar z istim simbolom in (Dg)(f(a)) z Jacobijevo matriko reda p x m, ki jo

obicajno oznacimo kar z istim simbolom. Tedaj lahko znak o razumemo kot

operacijo matri¢nega produkta. V tem primeru je, ¢e koordinate v R"™ oznac¢imo

ZYly -5 Yms

01
a1 (f(a))

(Dg)(f(a)) = 391(f( )

9g1
OYm
9g2.
OYm
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Con, Oh e

D, (a) Dig (@) - D, (a)
8f2 6f2 8f2
(Df)(a) = 8—x1(a) 8—x2(a) E(a)
Ofm, \ Ofm O
i a—xl(a) 8—:@((1) oz, (a) |
Zgornji izrek torej pove, da je matrika (DF')(a) enaka produktu matrik zgoraj,
t.j.
(DF)(a) = (Dg)(f(a)) - (Df)(a)

Dokaz: Naj bo

R" L R™ 2 RP
oy Az & (BA)x, xe€R"
a f(a) =b g(b)
a+— g(b).

Po predpostavki je f diferenciabilna v a in g diferenciabilna v f(a) = b, zato

fla+h) = f(a)+ (Df)(a)(h) + o(h),

g(b+k) = g(b) + (Dg)(b) (k) + o(k),
Kjer je Timp o o(h)/|| | = 0 in limg o o(k)/[k]) = 0. Najbo k = f(a-+h)~ f(a).

Ker je f(a) =b,jeb+ k= f(a+ h).

g9(fla+h) =g(f(a)) + (Dg)()(f(a+h) = f(a)) +o(f(a+h) — f(a))

Oglejmo si zadnja dva ¢lena v zgornji enacbi, t.j. (). Kersta (Dg)(b) in (D f)(a)

linearni preslikavi vemo, da obstaja realno stevilo ¢ < oo, da je
1(Dg)(®) (o(m) | < cllo(h)|
in realno stevilo d < oo, da je

I(Df)(a)(h)|| < d|[R].
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Sledi, da je

(5 1| < clloh)ll + llo((Df)(a)(h) + o(h)) |-
Pri tem je

I(Df)(a)(h) + o(R)|| < d[|h]| + s[|R]l, s < oo

<Al ¢ < oo,

saj je limp 0 o(h)/||h]| = 0. Od tod sledi

kjer je limy_,go(h)/||h|| = 0. Torej
F(a+h) = F(a) + ((Dg)(b) o (Df)(a)) (h) + o(h)

za F = go f, kjer je limy,_,g o(h)/||h]| = 0. Torej je F = go f res diferenciabilna
in velja

(DF)(a) = (Dg)(b) o (Df)(a).

O
Opomba: V primeru, ko je p =1, je
oF B @ % dg Uy,
Ox1 = Ouy (u(a)) Ox1 (@) O, (u(a)) Ox1 (a)
oF _Og Oouq dg O,
E a) = a—ul(u a E(a) + 8’U,m( (a))—afljn (a),
kjer je u(a) = (u1(a),uz(a), ..., um(a)) oziroma
Ouy Ouy
oF oF 0 0 a—xl(a) M(a)
_ |9 99 . : :
(@ @] = [ @) @) || 2
P gy .. Tmpy
o0x1 “ oxy, “

Opomba: Ce imamo n =1 in m = 1, dobimo Ze znano formulo iz Analize I, za
kompozicijo funkcij ene spremenljivke, t.j.

dF _dg du
%(a) = @(U(a))a(a%
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pri ¢emer je F' = g o u.

Zgled: Neposredno iz formule za odvod kompozicije funkcij 1zracunaJ (:U y)

in a—F(:L‘ y), ¢e je

F(x,y) = (3% + 2y)° (4 + 5y°) — (32® + 2y)(4z + 5¢%)* — 'y,
Naj bo
uy = 3x? + 2y
ug = 4x + 5y2
Uz = Y
in
gluy, ug, uz) = wiug — ugui — uj.
Iz formul
OF _ 0g Ou1 99 Oup Og Ous
dr  Ouy Ox Ous Ox Ous Ox
OF _ 99 0w 09 Oup 99 Ous
dy  Oup Oy  Oug Oy  Ousg Oy’
kjer je
9y dg g
a—ul = 3“’%”2 - U%y a—u2 = 2uqug, 8—u;; = —4’U,§
in
Ouy Ous Ous
6 iz _ 4 98 _
Ox “ or " Oz ’
Oy, 02y, DBy
Jy dy dy
sledi

oF
o —(z,y) = (3u1u2 — u2)6x + ( — 2ujug)d — 4u3y
oF

a9 —(x,y) = (Buiug — u3)2 + (uf — 2ugus)10y — duje.

V zgornji enakosti vstavimo se u; = 322+ 2y, ug = 4+ 5y?, uz = 2y in dobimo

iskani rezultat. O
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1.7 Izrek o inverzni preslikavi

Glavni motiv je resevanje sistemov nelinearnih enacb. Iz linearne algebre npr.

vemo, da za vsak par a,b obstaja natanko en par z,y, ki resi linearen sistem

enach
3r+2y=a
20 —y = b,
saj je
3 2
det =—-7#0.
2 -1

Vpraganje pa je, kako bi resili naslednji sistem enacb?

3r+2y+a2i=a
2 —y + 3y* = b.
Iz izrekov spodaj bomo videli, da je za a, b, ki sta blizu 0, sistem enacb enoli¢no

resljiv.

Vzmemimo npr. nelinearno zvezno odvedljivo funkcijo. Naj bo x( taksna

tocka, da je f'(x¢) # 0. Pisimo f(zo) = yo.

.f(x) ///
Y Ff
V4 Yo
ZL‘b x
u

Slika 1.9: Izrek o inverzni preslikavi

Vpraganje je, ali je enacba y = f(x) za z blizu z¢ (x € U) in y blizu y
(y € V) mogoce razresiti na y, t.j. ali lokalno obstaja inverzna funkcija? Ce

obstaja, ali je odvedljiva? To nam pove naslednji izrek.
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Izrek 13 (o inverzni preslikavi) Naj bo Q C R™ odprta mnoZica in f : Q —
R™ preslikava razreda C', t.5. vsi parcialni odvodi prvega reda vseh koordinatnih
funketj preslikave | so zvezne na Q. Naj bo a € Q in naj bo (Df)(a) : R™ — R™
izomorfizem. Tedaj obstajata okolica U tocke a in okolica V tocke f(a) taki, da
je flu : U — V difeomorfizem, t.j. bijektivna preslikava, katere inverz (fly)~!:

YV — U je diferenciabilen v vsaki tocki iz V.

Opomba: Linearna preslikava (D f)(a) : R™ — R™ je izomorfizem natanko

tedaj, ko je det ((Df)(a)) # 0.

Opomba: (Formula za odvod inverza) Naj bo f|y; kot v izreku zgoraj in naj

bo y = f(z). Ker je

(flu) o (flu)~ " =idy
(DU ) (@) e (D) ™)) ) = idy.
Torej je
(D) ™)) @) = (D(Flea) () ™

Od tod med drugim sledi, da je (fl;)~! tudi razreda C*.

Opomba: Za m = 1 zgornji izrek pove naslednje: Naj bo f definirana v
okolici tocke a in v tej okolici razreda C'. Ce je odvod funkcije f v tocki a
razlicen od 0, tedaj obstajata okolica U tocke a in okolica V tocke f(a), da je
flu : U — V difeomorfizem, t.j. f|is je bijekcija in (f|y)~! : V — U je diferen-
ciabilna. Se ve¢, (f|y)~" je razreda C'. Z drugimi besedami: pri pogojih z € U
iny € V se da enacbo y = f(x) razresiti na z, t.j. * = o(y), kjer je o = (flu) 71,
p€CL

Opomba: Pri vet spremenljivkah se pogoj f/(a) # 0 nadomesti s pogojem

det ((Df)(a)) # 0.

Dokaz: (i) Skica dokaza za m = 1. Brez izgube splosnosti lahko predpostavimo

a = f(a) =0, f € Cin f'(a) = 1. Oglejmo si g(z) = f(x) — z. Sledi
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¢'(0) = f/(0) =1 =1-1=0. Zato zaradi zveznosti ¢’ obstaja okolica W :=
{a:|z| <r,r >0} totke 0, da je |¢/(z)| < 1 za vse z € W.

Ce sta z,y € W, je po Lagrangeovem izreku

g(x) —g(y) = g'(§)(z —v),

kjer je £ med z in y. Ker je [¢/(€)] < 1, sledi

1
9(@) =gl < 5le =yl (zyeW).
Sledi
1
Sle =yl 2 1f(z) =z~ f(y) +y|
> e —yl = [f(x) = f(y)]
in
1
[f@) = fl 2 5lz—yl  (z,yeW),
to pa pomeni, da je f injektivna na W.

Kako bi za dani y izracunali f~!(y)? Ideja: za dani y z iteracijo, ¥, =y —
g(wy—1). Ce zaporedje {,,}°7 | konvergira k x, v limiti dobimo = =y — g(x) =
y — f(z) +z, torej y = f(z).

Kako dosedi konvergenco? Uporabimo dejstvo, da je g skréitev, t.j. |g(x) —
9(y)| < 3|z — y|. Zato iz enakosti z, =y — g(xn—1) in Tpi1 =y — g(zy), Ce ju

odstejemo, sledi

|Zn+1 — @n| = [g(zn) — g(@n-1)]

(%)

IN

tan — Tp_.
Ce to velja za vsak dovolj velik n, bo zaporedje {z,}°>°, Cauchyjevo in zato

konvergentno (glej Banachovo skréitveno nacelo). Zapisimo
Tp =x1 + (w2 — 1) + (X3 —22) + ... + (T)y — Tp—1)-

Vrsta

21+ (w2 — 1) + (3 —22) + ...

je majorizirana s potencno vrsto

|z1] + | | 1+1+ L 2+ ! 3+
X1 X9 X 5 2 2 R B}
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zato njene delne vsote konvergirajo. Da velja (x) za vsak n, mora biti e x,, € W
za vsak n € IN. To dosezemo tako, da se omejimo na |y| < /2 in postavimo
xzo = 0. Potem je 21 = y — g(xo) = y — g(0) = y. Od tod sledi |z1| < /2 in

zato z; € W. Podobno sklepamo naprej;
1
22 — 21| < 5\331 — Zol,

T T
‘$2|§|1‘1|+|1‘2—$1|<§+1<T,

torej o € W. Od sledi, da so vsi z,, vsebovani v okolici W.

(#4) Dokaz v primeru m > 1. Dokazati izrek za preslikavo f v tocki a je isto

kot dokazati izrek za preslikavo

z s Fz) = (D))" (fla+2) — f(a)

v tocki = 0. Za preslikavo F' pa velja F'(0) = 0in (DF)(0) = I (kjer je I iden-
titeta oz. enotska matrika). Torej lahko brez izgube splosnosti predpostavimo,
daje f(0) =01in (Df)(0) = I. Kot v zgornji skici dokaza za eno spremenljivko
definirajmo g(z) = f(x) — . Jasno je, da je (Dg)(0) = (Df)(0)—I =1—-1=0,
t.j. nicelna matrika. Ce sta z,y € Q in daljica s krajis¢ema v x in y vsa
v , je preslikava v, ki je dana s predpisom ¥(t) = g(m +tly — :U)), ZVezno
diferenciabilna vektorska funkcija na ¢ € [0, 1], saj je kompozicija dveh zvezno
diferenciabilnih preslikav, t.j. vektorske funkcije ¢t — x 4 t(y — z) in preslikave

g. Torej

P(t) = (gl(:v—i—t(y—:U))7gg(:v—|—t(y—x)),...,gm(:v—i—t(y—x)))7

kjer so g1,92, - .., gm koordinatne funkcije. Za vsak j € {1,2,...,m} velja

9i(y) — gj(x) = ¢;(1) — 1;(0)

/¢

-—/(D%xx+ay—wxy—mm

0

N /o Z gg] (z 4+ tly — ) (yr. — xp)dt.
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Ker je (Dg)(0) = 0, so vsi parcialni odvodi vseh koordinatnih funkcij preslikave

g v tocki 0 enaki 0. Ker so po predpostavki zvezni, lahko najdemo r > 0, da bo

0g;
(r“)il,'j

1
(x)' <g- za vsak z € R™, |zf| <r

in za vsaka i € {1,2,...,m}, j € {1,2,...,m}. Ce je torej ||z|| <, |y|| <7, je

tudi daljica s krajiséema v tockah z in y vedno vsebovana v krogli B(0,r). Zato

lgi(y) — g ()| =

1 m 897 ) )
/o gﬁ—xk(g“'t(y x)) (yr — xx)dt

m .1
1

< — — dt

_1;/0 2m|yk T |

(t sledi iz Cauchy-Schwartzove neenakosti). Torej je

(gj(y) —gj(JC))2 < ﬁ(y —2)? zavsak je{1,2,...,m}
oziroma
(9) = 9(2)" =3 (95 () — g5(=))”
k=1
< ﬁ(y —2)’m
= 1l -2
Torej je

lo(v) ~ 9@l < 5lly — =

za vsaka ||z|| < r, ||y|| < r. Po potrebi r se zmanjsamo, da je
o {z:||z]| <r} CQ
o (Df)(x) je izomorfizem za vsak z, ||z| < r

o llg(y) — 9(@)ll < 5lly — =] za vsak [[z]| <7 in vsak [[y| <r.
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To lahko naredimo:

@) - @
(D) (a) =
Yoo) - Y@

Po predpostavki je (Df)(0) = I, torej

(Df)(0) =
0 --- 1

Ocitno je det ((Df)(0)) = 1 # 0. Funkcija z — det ((Df)(z)) je zvezna, saj
so vsi elementi matrike, t.j. parcialni odvodi, tudi zvezne funkcije. Ker je
det ((Df)(0)) # 0, obstaja n > 0, da iz ||z| < n sledi det ((Df)(z)) # 0.

Ker je [lg(y) — g(2)|| < 5lly — 2| za vsaka @, y, [[z] <r, [lyl| <r, enako kot
v dokazu pri n = 1 pokazemo, da je f injektivna na {z : ||z|| < r}.

Naj bo g(z) = f(x) —x. Naj bo y dan. Z iteracijo dobimo x,, = y — g(@n—1).
Ce {z,}:° | konvergira proti z, bo v limiti + = y — g(z) = y — f(z) + = oz.
y = f(x). Najboy € R™in |y[| < 5. Najbo xg = 0. Tedaj je z1 = y—g(0) =y,

torej ||z1|| < r/2. Racunamo naprej;

22 =1l = lly — 9(z1) =y + g(zo) |

< llg(z1) — g(zo)l|

< Ll
— ||
=9 1
<7‘
4
T 'S T
||1‘n||S§+?++2—n<T‘,
torej
,
||$1—$0\|<§
.,
||$2—$1H<Z

lxn — Tno1]] < =—.
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Zaporedje je Cauchyjevo, vsi ¢leni zaporedja ||z,| < 7, torej za g neenakost
velja. Zaporedje {z,} -, konvergira k z in v limiti velja f(z) = y. Torej za
vsak y, za katerega je ||y|| < r/2, obstaja z, da je y = f(x). Tak x je en sam,

saj ¢e bi bila dva, bi namre¢ za z = y — g(x) in & = y — g(&) veljalo

[ — 2] = [lg(x) — g(2)]]

IN

1 .
Sl =l

od koder pa sledi = Z. Dobljen z zadosca neenakosti ||z|| < r.
Tako vidimo, ¢e ponovimo sklepanje za p, 0 < p < r, dazavsaky, ||y|| < p/2,

obstaja natanko en z, ||z|| < p, da je f(z) = y. Definirajmo

Vi={y:llyll <r/2}.

V je odprta okolica tocke f(0) = 0 € R™. Ker je f diferenciabilna, je zvezna.

Zato je f~! odprta mnozica, ki vsebuje 0, torej odprta v okolici tocke 0 in je

U:={z:|z||<r flz) eV}

= {x: ||zl <7} N f~H(V) odprta okolica tocke 0 € R™.
—_— Y——

odprta odprta
Torej je flu : U — V bijekcija. Torej smo pokazali, da je preslikava f lokalno
obrnljiva. Ostane nam Se, da pokazemo, da je inverz diferenciabilen.
Najprej pokazemo diferenciabilnost inverza v tocki 0. Naj bo ¢ = (f|y) ! :

V = U, p(y) = z. Vemo, ce je [y|| < p/2, je |l¢(y)| < p. Sledi
() lle@ll <2[lyll za vsak yeV.
Ker je f diferenciabilna v tocki 0, je
f@) = £(0) + ((DF)(0) () +n(x), lim = =0,

torej
f(@) = & +n(x),
saj (Df)(0) = I. Sledi

y =) +n(e(y))



44 POGLAVJE 1. FUNKCIJE VEC SPREMENLJIVK

oziroma

od koder zaradi (x) naprej sledi, ¢e je y # 0, da je

(@)l _ l12n(e(®)|
Il = lle@ll

V limiti, ko gre y proti 0, gre desna stran proti 0, saj gre ¢(y) proti 0 zaradi

(x). To pa pomeni, da gre tudi leva stran proti 0, in zato iz (xx) sledi, da je ¢
diferenciabilna v tocki 0 in (Dy)(0) = I.

(0 +y) =¢(0) + I(y) +w(y)

S tem smo dokazali diferenciabilnost inverza, t.j. (fly)™", v tocki y = 0. Za

dokaz diferenciabilnosti v tockah yo # 0 ponovimo celoten postopek za f v tocki
O

xo = p(yo). Izrek je v celoti dokazan.
Opomba: Lahko se tudi zgodi, da obrat diferenciabilne funkcije, ki je obrnljiva,
v neki tocki ni diferenciabilen, npr. inverz funkcije b : x — 23, t.j. A=tz —

¥z, v z = 0 ni diferenciabilen.

1.8 Izrek o implicitni funkciji

(i) Naj bo f funkcija dveh spremenljivk. Oglejmo si enacbo f(z,y) = 0.
Naj bo (a,b) ni¢la funkcije f, t.j. f(a,b) = 0. Vprasanje je, kdaj se da enacbo

f(x,y) = 0 v okolici tocke (a, b) razresiti na npr. y? Oglejmo si primer f(x,y)

2 +y?—1=0.

Slika 1.10: Delc¢ek krivulje na sliki je graf neke funkcije
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(#4) Oglejmo si sistem ng linearnih enacb z ny + ng neznankami ().

anzi + ...+ Wy Toy + By + o+ BingYn, =0
) Q21%1 + -+ Q2ny Ty + P21yt + oo+ BoanyYny =0
*
Qpy1T1 + oo+ Qpyny Ty + ﬂnzlyl +...+ ﬂnznzynz =0
Kdaj lahko ta sistem enolicno razresimo na yi,¥a,...,Yn,, t.j. kdaj za vsak
X1,T2,. .., Tn, Obstaja natanko ena no-terica (y1,y2, - - ., Yn, ), Ki izpolnjuje zgornji

sistem enacb. Odgovor: Natanko tedaj, ko je matrika

Bin Bz o Bine
Ba1  Ba2 B2n,

L /anl ﬂngQ ﬂngng |
nesingularna, t.j. det([5]) # 0. V matri¢nem zapisu lahko tedaj zapisemo
)X + [8]Y =0
[B]Y = —[a]X
Y = —[6]7 o] X.
Zgornji sistem enach lahko dopolnimo do ekvivalentnega sistema n; + ny enacb
(%),

0T F oA Qi Ty + B11Y1 o BineYn, =0

021 T1 F .o A Q2n Ty + B21Y1 - BonaYn, =0

Qpy1T1 + oo+ Qpyny Tng + /Bnglyl + ..+ ﬁnznzynz =0

()

xry = I
Ty = X2
Ty = T,y
Matrika sistema enacb (k)
a B

I 0
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je nesingularna natanko tedaj, ko je matrika [f] nesingularna, t.j. det([3]) # 0.

Zato za vsako desno stran v sistemu (xx) obstaja natanko ena n; + no-terica

(.’L’17.’L'27 sy g, Y1, Y2, - ‘7@/1@2)7

ki resi sistem (s:).
Definicija 14 Naj bosta Q2 ¢ R™, Q3 c R™ in f : Q1 x Qy — RP pres-
likava razreda Ct. Naj bo (a,b) € Q1 x Qa. Definiragmo preslikavo g : Qg — RP
s formulo g(y) = f(a,y). Ce je ta preslikava diferenciabilna v tocki b, tedaj
(Dg)(b) : R™ — RP imenujemo parcialni diferencial preslikave [ v tocki (a,b)
na drugo spremenljivko in ga oznacimo z (Dg)(b) = (Da2f)(a,b). Podobno
definiramo preslikavo h : Q1 — RP s formulo h(x) = f(x,b) in oznacimo
(Dh)(a) = (D1 f)(a,b).
Diskusija: Ce je

f($173327~-~73«"n17y17y2a-~-ayn2) = (fl(x17x27"'a'1:n1?y17y2a"'7yn2)7

f2($17$27~-~7$n17y17y27-~-7yn2)7

fp($17$27-~->$n17y17y27~-~7yn2))7

je
8f1 afl
(9—$1(cz7 b) - Wnl(a7 b)
(D1f)(a,b) = :
0 0
a—f;(a, b) ax{i (a,b)
in of of
a—yl(a7 b) . (a,b)
(D2f)(a’7b): 9
of, of,
a—y’;(m b) - W:Z(a, b)
t.j.
8f1 afl afl 8f1
a—xl(a7 b) 3&%1 (CL, b) 3—y1(a’ b) an((h b)
(Df)(a,b) = :
0 0 0 0
o) o @) GEab e g
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Izrek 14 (o implicitni funkciji) Naj bosta Q2 ¢ R™, Q3 c R"™ in f :
M x Q2 — R™ preslikava razreda Ct. Naj bo (a,b) € Q1 x Qa, f(a,b) = 0
in naj bo (Daf)(a,b) nesingularna. Tedaj obstaja okolica Uy X Us tocke (a,b),
vsebovana v Q1 X Qq taka, da za vsak x € Uy obstaja natanko en y = o(x) € Us,

da je f(x,y) = 0. Preslikava @ : Uy — Us, t.j. ¢ : 1+ @(x), je razreda C'.

Opomba: Izrek pove naslednje: Naj bo danih ny funkcij fi, fo, ..., fn, 1 +

ng spremenljivk. Skusamo resiti sistem enac¢b ()

f1($17$2,~-~,$n1,y173/27-~-73/n2) =0
f2(x1ax27~-~7xn17ylay2a"'ayn2) =0

()

fnz(xhx??‘"7$n17y17y27"‘7yn2) =0

na spremenljivke y1,y2, ..., Yn, (torej te Zelimo enoliéno izraziti z x1, ..., Ty, ).
Najbodo vse f1, fa, ..., fn, vokolici tocke (a1,as,...,an,,b1,ba,...,by,) razreda

C! in naj velja

fl(al,ag,...,anl,bl,bg,...,bm) ZO

f2(a17a27‘"7an17b17b27"~7bn2) =0

fnz(al7a27"'7an17b17b27‘"7bn2) =0

in matrika
225} of1
- . by, ey by
ayl ( 1 Y 2) 8yn2 (al 2)
(D2f)(a,b) =
O frs 0 fn
=2 (ay,...,by ~—=(ai,...,by
ayl (a’lv Y 2) 8yn2 (al 2)
naj bo nesingularna. Tedaj obstajata odprta okolica U; tocke (a1, as,...,an,) €

R™ in odprta okolicalds tocke (b1,ba, ..., by,) € R™2, da zavsak (z1,z2,...,2,,) €
U, obstaja natanko en (y1,y2, ..., Yn,) € Ua, da velja (T). Tako dobljene funkcije

O1y P2y e s Prigs Yi = @i (T1, T2, ..., Tp, ) za i € {1,2,... 12}, so razreda C!.
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Opomba: Naj bosta n; = ny = 1. Izrek pravi: naj bo funkcija f v okolici
tocke (a,b) € R? razreda C!. Naj bo f(a,b) =0 in df/0y(a,b) # 0. Tedaj ob-
stajata odprti okolici U; tocke a € R in Us tocke b € R ter funkcija ¢ : Uy — Us
razreda C1, da je (x,y) € Uy x U in f(z,y) = 0 natanko tedaj, ko je x € U; in

y = (x), t.j. na Uy x Us je enacba f(z,y) = 0 ekvivalentna enacbi y = p(x).

Opomba: V splosnem je {(x,y) : f(x,y) = 0} neka morda zapletena mnozica
tock v ravnini. V nagem posebej lepem primeru, ko je f € C!, f(a,b) = 0 in
0f/0y(a,b) # 0 pa je v okolici Uy x Us tocke (a,b) mnozica resitev nase enacbe

f(x,y) = 0 graf neke gladke funkcije .

Dokaz izreka: Najprej si oglejmo poseben primer, ko je n1 = no = 1 (glej
predzadnjo opombo). Oglejmo si preslikavo F, ki je dana s formulo F(x,y) =
(:c, f(x,y)) Ker je f € C!, je tudi F' € C'. Preslikava F preslika okolico tocke

(a,b) € R? nazaj v R?. Diferencial preslikave F v tocki (a,b) je

(DF)(a,b) = | of
ox

Ker je po predpostavki 9f/dy(a,b) # 0, je det ((DF)(a7 b)) # 0. Preslikava F'
je v okolici tocke (a,b) razreda C in F(a,b) = (a, f(a,b)) = (a,0). Preslikava
F torej slika (a,b) v (a,0). Matrika (DF)(a,b) je nesingularna. Po izreku o
inverzni preslikavi obstajata odprta okolica U X Us tocke (a, b) in odprta okolica
W tocke (a,0), da je Flyxu, : U x Us — W difeomorfizem, t.j. bijekcija, katere

inverz je razreda C*.
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Y
(a,b) [ ¥ < U2
Ut by s
I
[ HF 1/{1 X I/{Q
I
(a,0) v
N
2
u

Slika 1.11: Izrek o implicitni funkeciji

Naj bo ¢ : W — U x Uy inverz preslikave F|yxy,. Vemo, da je ¢ € CL.

o(x,y) = (p1(2,y), p2(x,y))

Ker F ohranja xz-koordinate tocke, jo tudi ¢ ohranja. Torej je ¢1(z,y) = = in
o(z,y) = (2, p2(x,y)). Ker je W odprta in vsebuje totko (a,0), obstaja okolica
U, tocke a, da je (x,0) € W, ¢e je x € Us.

Definirajmo y = @a(x,0) za vsak © € U;. Jasno je o razreda Cl! na U;.
Velja: = € Uy, y € Uz in f(z,y) = 0 velja natanko tedaj, ko je (z,y) € Uy X Uz

in F(z,y) = (x,0). Torej (z,y) = ¢(x,0) = (1‘,(,02(1',0)), t.j. y = @a(z,0).

Dokazemo to $e v splosnem. Oglejmo si preslikavo f dano s predpisom

f:(xlaan"'7xn17ylay27"'7yn2): (.fl(xlax27"'7xn17ylay2’"'7y’n«2)7
f?(xl7x27‘"7$n17y17y27"'7yn2)7
.

fnz(xlnyM"7$n17y17y27"‘7yn2))7

8f1 8f1

8_y1(a’b) an(a,b)
(D2f)(a7b): )

6fn2 6fn2

i (a,b) Dy, (a,b)
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Definirajmo F : Q1 x Qg — RM 72,

F(21,22, o Tnyy Y1, Y2, - -« Yny) = (:C17:C2,...,£L'nl,
f1($17$27~-~7$n17y17y27-~-7yn2)7
f2($17$27~-~7$n17y17y27-~-7yn2)7

ey

fn2(33173327~-~7$n17y17y2a-~-ayn2))7

1 0 0 0
0 1 0 e 0
(DF)(a,b) = 0f1 0f1 0f1 df1
8_331 (av b) aCUm (av b) <9_y1 (CL, b) ayn2 (CL, b)
6fn2 6fn2 6fn2 afnz
e (a,b) T (a,b) o (a,b) D (a,b) |

Ker je desni spodnji blok matrike, t.j. (D2F)(a,b), nesingularen, je tudi celotna
matrika (DF)(a,b) nesingularna. Po izreku o inverzni preslikavi obstajata
okolici U xUs totke (a,b) € R™ T2 in W tocke (a,0), da je Flyxu, : UxUs — W
difeomorfizem. Naj bo ¢ : W — U X Us inverz preslikave Fy/xus,, ki je razreda
C!. Obstaja okolica U; tocke a € R™, da je (x,0) € W, éim je x € Uy. Za

x € Uy naj bo y projekcija tocke p(xz,0) na Us, t.j.

Y= (@nﬁ-l(l‘?O)a ¢n1+2(z’ 0)7 sy Pnytng (:E, O))

Sedaj je x € Uy, y € Us in f(x,y) = 0 natanko tedaj, ko je (x,y) € Uy x Us in

F(z,y) = (x,0), torej (z,y) = ¢(z,0) = (z,gog(x,O)). Torej je y = @a(x). O

Posledica 2 Naj bo vse kot v prejsnjem izreku. Naj bo

A(z) = (D2f)(z,y)  in  B(z) = (D1f)(z,y).

Ce je Uy dovolj maghna okolica tocke a, je A(x) nesingularna za vse x € Uy in
velja

(D) (x) = —A(x)~" o B(x),

kjer je ¢ razreda C* na U
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Dokaz: za n; = ny = 1 sledi

af de Of dy
6x(x’y) dx + &y(x’y) dr 0
in od tod
of
_dy_ V)
= i,
oy’

Dokaz v splosnem je podoben kot v primeru n; = ne = 1. Odvajamo in dobimo

(D1f)(@, y)] + (D2f)(x, y)(Dg)(x) = 0.

Od tod sledi zgornja formula

(D) (x) = —((D2f)(x,)) " ((D1f) (1))

Diskusija: Iz razmisljanja, ali se da sistem enacb

a11x1 +aioxs + ... +aipxr, =0

a91°1 + agoxs + ...+ aspx, =0

Am1T1 + GmaTo + ... + GmpTy =0,

kjer je m < n, enoli¢no razresiti na kaksno m-terico z-ov, sledi $e ena formulacija

izreka o implicitni funkciji.

Izrek 15 Naj bo Q C R™ odprta mnoZica in F : Q — R™preslikava razreda C',
kjer je m < n. Naj bo F(a) = 0 in rang matrike (DF)(a) = m (torej rang je
najvecji mozen). Tedaj obstajajo p1,p2, ..., Pn—m; Q1,42, - - -+ qm, Pi 7 ¢; 20 vsak
i (p1 <p2<...<Ppem inq < q<...<qnm)in funkcije p1,02,...,0m

razreda C' v okolici tocke (ap,,apy, ..., ap, ), da je v neki okolici U tocke a
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enacba F(x) = 0 ekvivalentna sistemu enach

Tqy = P1(Tpy, Tpos -5 Tp_y)
Lgy = P2 (xpla'rpw .. 7xpn—m)
Tgp = Pm(Tpy, Tpoy -y Tp )
t.j. v okolici tocke a je mogoce F(x) = 0 enoliéno razresiti na (q,, Tq,, - - -, Tq,, )-

Opomba: Rang take matrike je enak redu najvecje nesingularne podmatrike
(kvadratne seveda). Ce je rang = m, potem obstaja nesingularna podmatrika

velikosti m x m.
Dokaz: Spremenljivke med seboj permutiramo tako, da so tiste, ki v (DF')(a)
pokazejo rang m na desnem koncu matrike in po zgornjem izreku razresimo sis-

tem na te spremenljivke. 0

Diskusija: Oglejmo si matriko odvodov

(9f1 6f1
8—x1 (a) - E (a)
Ofm Ofum
8—x1 (a) --- oz, (a)

Ce ima ta matrika maksimalen rang, lahko ta sistem enacb v okolici tocke
a € R™ razresimo tako, da je m-spremenljivk enoli¢no izrazenih z ostalimi
(n — m)-spremenljivkami. Ker je rang maksimalen v matriki obstaja vsaj ena
kvadratna podmatrika reda m, ki je nesingularna. Recimo, da je sestavljena iz
q1-tega, ga-tega, . . ., qm-tega stolpca, kjer je q1 < q2 < ... < @, Tedaj lahko
sistem razresimo na (4, ,%g,, - -.,%q,, ). V splonem bo to mogoce narediti na
ve¢ razlicnih nacinov, saj ni nujno, da je v matriki ena sama podmatrika, ki je

nesingularna in reda m.

Zgled: Naj bo F(z,y) = 0, F(a,b) = 0, F € C! v okolici totke (a,b) € R2.

Vzemimo npr. F(z,y) = 22 + y*> — 1 = 0, kar pomeni, da je totka (x,y) na
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kroznici s sredisS¢em v izhodis¢u in s polmerom 1.

(i) Ceje OF/0y(a,b) # 0, potem je lokalno, t.j. v okolici tocke (a,b), mogoce
enacbo F(x,y) = 0 razresiti na y. Naj bo (a,b) taka tocka na kroznici
torej F(a,b) = 0 oz. a® +b*> —1 = 0, za katero je b # 0. Pri tem je
OF/0y(a,b) = 2b # 0.

YL F(ay) =0
7] bﬂ
; :
(—1,0)} 4i(1,0)

Slika 1.12: V okolici tocke (a,b) je mogoce zapisati y = p(z)

Po izreku je torej F(z,y) = 0 v okolici tocke (a,b) mogoce prepisati v
obliko y = ¢(x). Jasno je s slike 1.12, da je mozno F zapisati kot graf
funkcije (velja lokalno). V okolici tock (1,0) in (—1,0) pa to ni mogoce.
V teh tockah je seveda

oF oF
—(—1,0) = —(1,0) = 0.
5 (-1.0)= 5-(1.0) =0

(ii) Naj bo (a,b) taka tocka na kroznici, t.j. F(a,b) =0 oz. a®> +b*> —1 =0,
za katero je a # 0. Ce je F/0z(a,b) # 0, je tedaj mogoce v okolici tocke
(a,b) enacbo F(x,y) = 0 razresiti na x. Ker je 0F/0xz(a,b) = 2a # 0,
je po izreku mogoce v okolici tocke (a,b) enacbo F(z,y) = 0 prepisati v

obliko z = ¥(y).

Slika 1.13: 'V okolici tocke (a, b) je mogoce zapisati x = 1(y)
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To je mogoc¢e napraviti za vsako tocko (a,b) na kroznici, razen za tocki
(0,1) in (0,—1). To lahko razberemo z zgornje slike. V teh tockah je

seveda

OF OF
2,0 = 5-(0,-1) = 0.

Iz splosnega izreka sledi: Ce je F(a,b) = 0, ce je

rang ({g—i(a,b), Z—j(a,b)b =1,

t.j. ko je vsaj eden od odvodov razlicen od 0, tedaj je F(z,y) = 0 mogoce
enoli¢no razresiti na eno od spremenljivk.

V naSem primeru je ta rang v vsaki tocki kroznice enak 1, saj je ta matrika
[0F/0x(a,b),0F/dy(a,b)] = [2a,2b]. Mnozica resitev je torej v okolici
vsake tocke neka krivulja, ki je graf gladke funkcije, ali y = ¢(x) ali
z=Y(y)

Zgled: (Ploskve v prostoru) Naj bo F funkcija razreda C', F(z,y,2) = 0 in
naj bo (a,b,c) € R? tocka, za katero je F(a,b,c) = 0. Naj bo rang

oF OF OF
%((h ba C)7 a_y(a7 ba C)7 %((h ba C) =1

To pomeni, da je vsaj eden od parcialnih odvodov razlicen od 0. Tedaj je v

okolici (a, b, ¢) mogoce F(x,y,z) = 0 enoli¢no razresiti na eno od spremenljivk;

(i) Ce je OF/0x(a,b,c) # 0, je F(x,y,z) = 0 mogoce lokalno zapisati kot
x = f(y,2).

(ii) Ce je OF/dy(a,b,c) # 0, je F(x,y,z) = 0 mogoce lokalno zapisati kot
y=g(z,2).

(iii) Ce je OF/0z(a,b,c) # 0, je F(x,y,z) = 0 mogoce lokalno zapisati kot

z = h(z,y).
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Zgled: (Krivulje v prostoru) Naj bosta F in G funkciji razreda C* v okolici
(a,b,c) € R? in

Resitev sistema () je v splosnem lahko le tocka (a, b, ¢). Matrika odvodov

or oF or

%(aabﬂz) a_y(a’b7c) E(aﬂba C)
oG oG oG
%(aabﬂz) a_y(a’7ba C) E(aﬂba C)

naj ima maksimalen rang. To je lahko res v treh primerih:

(7) Ce je
_8F (a,b,c) _8F (a,b,c)
dy 0z 40
9C b)) Lo ’
8y b b) 82 ) b

tedaj je pripadajoca kvadratna matrika nesingularna. Tedaj lahko sis-
tem (x) v okolici (a,b,c) € R?® razresimo na spremenljivki y in 2, t.j.
F(z,y,z) = 0 in G(z,y,2z) = 0 je mogoce nadomestiti z y = ¢(x) in
z = Y(x).

(i) Ce je
or 0z £0
8G( o) 6G( b.o) ’
ax a? ’C az a’ 7C

tedaj je pripadajoca kvadratna matrika nesingularna. Tedaj lahko sis-
tem (x) v okolici (a,b,¢) € R?® razresimo na spremenljivki x in z, t.j.
F(x,y,z) = 0 in G(z,y,2) = 0 je mogoce nadomestiti z x = ¢(y) in
z2=1(y).

(7i1) Velja podobno.

V primeru (i) lahko zapisemo (z,y, z) = (z, (), ¢ (z)) oziroma
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v okolici a je krivulja v prostoru, x je parameter.

z .
ravnina, vzporedna

ravnini y-z

Iz

Slika 1.14: V okolici tocke (a, b, ¢) je sistem (x) mogoce zapisati x = x, y = ¢(x),
z=19(2)

Tocka © na sliki 1.14 opiSe neko krivuljo v prostoru. O

Zgled: (Uporaba izreka o inverzni funkeiji) Krivuljo kot tir poti v prostoru

podamo s sistemom enach

sz(t), y:g(t)v Z:h(t)’ le [O‘aﬁ}'

Funkcije f, g, h so razreda C'. V fizikalnem smislu s tem popisemo gibanje tocke
v prostoru, parameter t je ¢as. V splosnem primeru je lahko tir poti tudi ,,grda”
krivulja (samopresecne tocke, osti,...). Naj bo tg € (a, 8). Vpragamo se, kdaj

je mogoce z gotovostjo reci, da je

{(f(t)7g(t)7h(t)) tto — d<t< to + (5}

koscek gladke krivulje, opisane v prej$njem primeru.
Naj bo npr. f(t) # 0. Tedaj je mogoée enacho x = f(t) za t blizu t; in
2 blizu f(tg) po izreku o inverzni funkciji enoli¢no razresiti na ¢ kot funkcijo

spremenljivke z, t.j. zamenjati z enacbo t = ¥ (z). Od tod sledi
y=g(t) = g(¢(z)) = @(x)
2 = h(t) = h((@)) = V().

Torej lahko enacbe 2 = f(t), y = g(t), 2 = h(t) v okolici tocke (f(to), g(to), h(to))

zapisemo kot
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kar je gladka krivulja v R3. Enak sklep velja za ¢(t) # 0 oz. h(t) # 0.
Sklepamo lahko, ¢e je torej vsaj eden od odvodov f(t),g(t), h(t) razlicen od
0, potem je koscek poti pri t blizu ty koscek gladke krivulje, t.j. takrat, ko je

rang[f(t), §(t), h(t)] maksimalen. 0

Zgled: Najbosta u in v parametra. Najbo x = f(u,v), y = g(u,v), z = h(u,v),
kjer so f, g, h gladke funkcije dveh spremenljivk v okolici U tocke (ug,vg) € R2.

Kot primer vzemimo enotsko sfero, ki je parametri¢no podana z
x = cost cos
Yy = cosVsiny

sin ¢,

w
I

kjer ¢ € [0,27), 9 € [—-7/2,7/2]. Tocka (p,9) se torej preslika v tocko na
enotski sferi.

Vprasamo se, kdaj je mogoce z gotovostjo reci, da je

{(f(u,v),9(u,v), h(u,v)) : (u,v) €U}

za majhno okolico U neke tocke (ug,vo) € R? koséek ploskve v prostoru? Ogle-

jmo si matriko odvodov

0

%(Uo,vo) %(Uo,vo)
0 0
%(Uo,vo) 8—1{(“0,@0)
oh oh

%(Uo,vo) %(Uo,vo)
Privzemimo, da je rang maksimalen, torej 2. Recimo, da je

19) 0

2 (0, v0) 5 (to, v0)

oh oh

%(UCHUO) %(UCHUO)

nesingularna. Tedaj je mogoce sistem enach

y = g(u,v)

z = h(u,v)
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enoli¢no razresiti na w in v za w blizu wg, v blizu vy, y blizu yo = g(ug,vo) in 2z
blizu zp = h(ug,vp). To je mogoée po izreku o inverzni preslikavi, saj zgornja

matrika pripada diferencialu preslikave

(u,v) — (g(u,v),h(u,v))

v tocki (ug, vg). Ker je matrika nesingulana, obstaja lokalni inverz, t.j. obstajata
torej okolica P tocke (ug, vg) in okolica Q tocke (yo, 20), da je preslikava (u,v) —
(9(u,v), h(u,v)) difeomorfizem. Torej obstajata ¢, € C', da je u = ¢(y, 2),

v=1v(y,2), (y,z) € Q. To vstavimo v = f(u,v) in dobimo

Torej je {(f(u,v), g(u,v), h(u,v)) : (u,v) € U} res koscek ploskve, namret graf
funkcije @ : (y,z) — ®(y, 2) = . O

1.9 O pojmu mnogoterosti

Krivulje v R? in R3, ploskve v R3 so posebni primeri mnogoterosti.

Definicija 15 Naj bo U C R™ odprta mnozZica in F : U — R™ diferenciabilna
preslikava. Pravimo, da ima F v tocki a € U rang r, ¢e ima matrike (DF)(a)

rang r.

Mnogoterost bo posplositev krivulje in ploskve in bo lokalno mnozica nicel sis-

tema enacb z maksimalnim rangom.

Definicija 16 Naj bo 1 < r < n. Neprazna mnozica M C R"™ je gladka

mmnogoterost dimenzije r, ce za vsak u € M obstajajo
(1) odprta okolica U tocke u,
(ii) funkcije Fy, Fy, ..., F,_, razreda C* nalUd, da ima preslikava
u— F(u) = (Fi(u), Fa(u),..., Fr(u)

maksimalen rang n —r v vsaki tocki u € U
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(iii) in

UNM={uel: Fi(u)=0,F(u)=0,...,F,_.(u) =0}
Opomba: Ce je dimenzija mnogoterosti r, lahko lokalno izrazimo n — r z-ov z
ostalimi r x-i.
Opomba: (zgledi zgoraj)
o F(x,y) =0,n=2,r =1, t.j. krivulja v ravnini
o [(x,y,z) =0,n=3,r=2,t.j. ploskev v prostoru
o F(x,y,2) =0, G(x,y,z) =0, n =3, r = 1, t.j. krivulja v prostoru

Zgled: Mnozica {z: z € R"},

Try1 = 0
Lpr42 = 0 .
n — r enacb,
T, =0
je r-dimenzionalna koordinatna ravnina v R". O

Posebni primeri:
o {(z,f(x)) : x €U C R} graf v R? je krivulja
e {(z,y, f(z,y)) : (z,y) €U C R?} graf v R? je ploskev
e {(z,9(x),h(x)) : €U C R} krivulja v R?

Zgled: Vzemimo primer, ko je n = 3 in r = 2 (t.j. ena sama enacba). Lokalno

je to (po permutaciji spremenljivk) oblike

{(z,y,2(z,y)) : (x,y) €U},

pri tem je ® € C! na odprti mnozici U« C R2. Oglejmo si gladke poti skozi a, ki
lezijo na

M = {(x,y,fb(x,y)) : (x,y) € Z/{},
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t.j. funkcije

kjer so x(t),y(t), z(t) gladke funkcije, X (0) = a. Lezati na M pomeni, da je
z = ®(z,y). Torej so nase poti oblike X () = (z(t), y(t), ®(x(t), y(t))), kjer je
¢ tudi gladka funkcija. Pri tem je z(0) = a1, y(0) = as, a = (a1,a2,a3) =

(ala az, (D(ala (12)) .

X(0) = (4(0),50). 57 (20).50)(0) + 52 210),(0))i0) )

(sb(oxy(o»gm (a1,a2)@(0) + 5~ (a1, a2)§ <>>

)+
o9
dy
= #(0) (1,0, Z(I) (a1, a2) ) ( al,a2)>

kjer je X (0) tangentni vektor na pot X v tocki a.

Sklep: Tangentni vektor v tocki a na poljubno gladko pot skozi a, ki lezi vsa

v M, je vedno linearna kombinacija vektorjev

o 0P
(1707%(0"170"2)) ) (0717a_y(a17a2)>

t.j. vedno lezi v ravnini, napeti na ta dva vektorja. Tej ravnini (dvodimenzion-
alnem podprostoru prostora R?) pravimo tangentni prostor na M v tocki a

in ga oznac¢imo T, M. O

Opomba: Enako sklepanje je mogoce narediti za sploSne mnogoterosti.

1.10 Taylorjeva formula

Definicijo Taylorjeve formule iz Analize I bi radi posplosili na funkcije ve¢ spre-

menljivk. Oglejmo si najprej poseben primer: Naj bo G odprta mnozica v R?
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in f € C""Y(G). Naj bo (a,b) € G, (h,k) € R? in daljica s krajiséema v tockah
(a,b) in (a + h,b+ k) vsa v G. Definirajmo funkcijo F' s predpisom

F(t) = f((a,b) +t(h, k))

= f(a+ th,b+ tk).

Funkcija ene spremenljivke F' je (r + 1)-krat zvezno odvedljiva kot kompozicija

funkcij t — (a + th,b+ tk) in f. Pri tem je

F(t) = f(a+th,b+tk)

gi(cH—th b+tk) (a+th)+g(a+th b+tk) (b+tk)

oy
_,Of of
_h% a—y(a+th,b+tk)

>*f
y(a+th,b+tk)+
>*f
8 9.2

(a+th,b+tk)+ k

2
F"(t) = h? f(a+th b+ tk) + 2hk

ox? 0x0

+ k2L (a + th,b + tk)

O3 f
0z2dy

3
F"(t) _h3a f(a+th b+ tk) + 3h%k

>*f
0x0y?

(a+th,b+ tk)+

o f
oy?

+ 3hk? s(a+th,b+tk) + k* =5 (a + th,b+ tk)

Na podoben nacin dobimo Se ostale odvode.

Ce uporabimo Taylorjev izrek za funkcije ene spremenljivke, dobimo, da je

1

el

1 1
SF0) + .+ FF(T)(O) +

F(1) = F(0) + F'(0) + o

kjer je 0 < ¥ < 1. V nasem primeru bi to pomenilo

82

9] 0
fla+th,b+tk) = f(a,b) + (h%(a,b) + ka—ch(a,b)> +
+ o <h282f( ,b) + 2hk 0 f (a b)+k282f( b)> +...

Ox? 0x0y

Zaradi krajse pisave bomo uporabili oznako D; = 9/0x;.

Izrek 16 Naj bo G odprta mnoZica v R™ in funkcija f razreda C"T' na G. Naj
bo h € R™ tak, da jea+th € G zaa € G int € [0,1]. Tedaj obstaja ¥, <9 < 1,
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T r+1
-~+%[(Zhﬂ%> [ (@) + r+1 (ZhD) Il (a+0hn).

Zgorngi izraz imenujemo Taylorjeva formula za funkcije ve¢ spremenljivk.

Opomba: Oglejmo si primer, ko je n =2 in » = 2. Naj bo a = (a1, a2).

{(Zh D, ) } = (D1 + haD2) f)(a)

= (hiD1f + haD2f)(a)

= hi(D1f)(a) + ha(D2f)(a)

of of

_hla &Ez( )

(a) + ho

3
Y 5 O°f 2 O°F
Zhjpj f (a+19h)—h18 = (a +ﬁh)+3h1h2m(a+ﬂh)+
+ 3h1h3 Of (a+9h) + h3 3f( + 9h)
Y2 901022 2013
Taylorjeva formula je
0 0
f(a1—|—h1,a2+h2):f(al,ag)—|—h1—f(a1,a2)+h2—f(a1,a2)—|—

8951 (933‘2

L1 (e o2 f
<h28 2(a1,a2)—|—2h1h28 16;E2 (a1>a2)+

502 03
—+ h28 J;(al,ag)> + — (h?’a £(Q1 +19h1,a2 +’L9h2) 4+

5 O°f

(a1 + ﬂhl,az + ’L9h2)> .
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Dokaz: Definirajmo

F:[0,1]] - R

F(t) := f(a+th)
Oznac¢imo
A:h1D1+h2D2—|—+hnDn

0 0 0
=hi— +hy— 4+ ...+ hp—
16x1+ 28x2+ + 0z,

7 indukcijo dokazemo, da je

F®(t) = (A f)(a + th).

Za k = 0 to velja, saj F(O)(t) = F(t) = f(a + th). Definirajmo g = A* f za nek
fiksen k. Recimo, da formula F*)(t) = g(a + th) velja za k, tedaj je

F(’““)(t) — 4 (F(k) (t))

dt
= L (gla+thy)
BT
d
:%(g(al—kthl,...,an—kthn))
_Og d dg d
—a—xl(aﬂh)%(al +th1)+"'+ﬁ( + th) = (an + thy)

= hi1(D1g)(a+th)+ ...+ hp(Dng)(a + th)

= A(A* f)(a +th)

= (A" f)(a + th),

torej po principu matematicne indukcije velja tudi za k + 1. Uporabimo Tay-

lorjevo formulo za funkcijo F' na intervalu [0, 1], torej

1 / 1 r 1 r+1
F(1) = F(0) + ﬁF 0)+...+ EF( )(0) + mﬂ ) (9).
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Posledica 3 Naj bo vse tako kot v zgornjem izreku. Tedaj velja

k

flatmy=f@+ Y o || Smns | 7| @+o (),
k=1 " j=1

pri cemer je ||h|| = \/h? + ...+ h2.

Opomba: O(t) je koli¢ina, za katero velja

O(t
’%‘SM pri t—0,

pri cemer je M neka pozitivna konstanta.

Dokaz: Ostanek zgornje vrste je

n

Rr = Z Z Z DilDig ~-~Dir+1f(a+19h)hi1hi2 ...hiTJrl.
i1=1

ia=1  dpyi=1

Ker so po predpostavki odvodi zvezni, so v neki okolici tocke a omejeni. Torej
so vsi |...| < M na neki okolici tocke a. Poleg tega je |h;| < |[|h]|. Sledi
|R.| < M|h||"T!. Torej je stevilo M odvisno le od 7. O

1.10.1 Opomba o Taylorjevi vrsti

Ce je f € C>®(G), lahko zapiSemo vrsto

r

oo 1 n
Zg > hiD; | f] (a).
j=1

r=0
Lahko se zgodi, da vrsta konvergira le pri h = 0. Lahko se zgodi, da vrsta

konvergira za majhne h, pa njena vsota ni enaka f(a + h).

Zgornjo vsoto imenujemo Taylorjeva vrsta funkcije f v tocki a.

Definicija 17 Ce za vse majhne h, ||h|| < r za nek r > 0, zgornja vrsta kon-
vergira in je njena vsota enaka f(a + h), tedaj pravimo, da je f analiticna

Sfunkcija v okolici tocke a.
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1.11 Ekstremi funkcij ve¢ spremenljivk

Definicija 18 Naj bo K C R in f : K — R. Pravimo, da ima f va € K
lokalni maksimum, ée obstaja r > 0, da je f(x) < f(a) za vse x € K, za
katere je ||x —al| < r in lokalni minimum, ée obstaja r > 0, da je f(x) > f(a)
za vse x € K, za katere je ||x — al| < r. Lokalne maksime in minime imenujemo

lokalnt ekstremi.

maksimum minimum sedelna tocka
Slika 1.15: Lokalni ekstremi

Izrek 17 Naj bo K C R™ in f: K — R. Naj ima f lokalni ekstrem v notranji
tocki a mnozice K. Naj bo f diferenciabilna v toc¢ki a. Tedaj so v a vsi parcialni

odvodi enaki 0, t.7.

9f
(9581

9f
(9582

or

(a) =0, e

(a) =0,..., (a)=0

02iroma

(Df)(a) = 0.

Dokaz: Funkcijat — f(t, az,...,a,) ima lokalni ekstrem v ¢t = ay, je definirana
v okolici a; in je v a1 odvedljiva, funkcija t — f(a1,t,...,a,) ima lokalni ekstrem
v t = ag, je definirana v okolici az in je v as odvedljiva,..., funkcija t —
f(a1,as,...,t) ima lokalni ekstrem v ¢ = a,, je definirana v okolici a, in je v
an odvedljiva. Od tod in znanih dejstev o funkcijah ene spremenljivke sledi:

d
E(f(t,ag,...,an))h:al =0,

t.j.

of

D (a) =0.
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Podobno sklepamo se za

of
Ox;

Y @y=0, je{23,...,n}
Definicija 19 Tocke v katerih je (Df)(a) =0, t.j.

of

= ] 1,2,...
G @=0. jefi2n)

imenujemo kriticne tocke funkcije f ali stacionarne tocke funkcije f.

1.11.1 O zadostnih pogojih za nastop ekstrema v kriti¢ni
tocki

Naj bo G odprta mnozica v R", f € C%(G) in naj bo a kritiéna tocka. Po

Taylorjevi formuli je za majhne h

=1 j=1k=1
= f(a) + hj——(a)+ = hihy=———(a+ 9h
f() j; ) 1']() 2j:1k:1 J kalfjal'k( )

Zaradi zveznosti dvakratnih odvodov velja Dy D;f = D; Dy f in
(D; D f)(a + 9h) = (D;Dif)(a) + ik,

kjer njr — 0 pri ||h|| — 0. Sledi

Zzh hi(DiDif)(@) + Y Y mjshshi,

j=1k=1 j=1k=1

fla+h) =

l\')l)—l

Oznacimo (D;Dyf)(a) = Ajk. Velja Aji, = Ay, za vsak par j, k, saj so mesani
odvodi zaradi zveznosti neodvisni od vrstnega reda odvajanja. Izraz

znzzn:A]kh hie =: Q(h)

j=1k=1
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je kvadratna forma, ki jo je mogoce zapisati kot Q(h) = (Ah, h), kjer je A =
[Aji] simetricna matrika. Kvadratna forma @ je pozitivno definitna, e je

Q(h) > 0 za vse h # 0 in negativno definitna, ¢e je Q(h) < 0 za vse h # 0.

Izrek 18 Naj bo G odprta mnoZica v R™. Naj bo f € C?(G). Naj bo a kriticna

tocka. Ce je forma

pozitivno definitna, ima f v tocki a lokalni minimum. Ce je forma Q(h) nega-

tivno definitna, ima f v tocki a lokalni maksimum.

Opomba: Lokalnega ekstrema ni, ¢e ) zavzame tako pozitivne, kot tudi nega-

tivne vrednosti.

Opomba: @ je pozitivno definitna natanko takrat, ko so vse lastne vrednosti
matrike A pozitivne in negativno definitna, ko so vse lastne vrednosti A nega-

tivne.
Opomba: Funkcija je C?(G), zato je matrika A simetri¢na.

Dokaz: Naj bo @ pozitivno definitna kvadratna forma. Ker je @ kvadratna
forma, velja Q(Ah) = A2Q(h). Ker je pozitivno definitna sledi, da njena zozitev
na enotsko sfero {z € R™ : ||z|| = 1} doseze svoj minimum m (m > 0), t

Q(z) > m, z € R", ||z|| = 1. Enotska sfera je kompaktna mnozica (zaprta
in omejena), torej funkcija doseze svoj maksimum in svoj minimum. Pisimo

7= ﬁ Naj bo r = ||h]|, torej h = rz. Dobimo

flath) = Fla)+ 2 [ Qb+ 303 nyehsh

j=1k=1
n n
= f(a) + )+ Zkazjzk
j=1k=1
Ker je ||z]| = 1, je |z <1, za vsak j in je

n n n n
Z Z NjkZj2k| < Z Z k|-
j=1 k=1

j=1 k=1
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Ker pri » — 0 konvergira n;, — 0, sledi, da je izraz Zj >k MikZj2k| poljubno
majhen, ¢e je le r > 0 dovolj majhen. Po drugi strani pa je Q(z) > m, zato je
pri dovolj majhnih r = ||h|| izraz v oklepaju zgoraj pozitiven, kar pomeni, da je
fla+h) > f(a) za vse dovolj majhne ||h||. V tocki a nastopi torej strogi lokalni
minimum. Podobno dokazemo, ¢e je ) negativno definitna, je potem v a strogi
lokalni maksimum.

Ce Q zavzame tako pozitivne kot tudi negativne vrednosti, obstajata z1,
llz1]] = 1, Q(z1) > 0 in za, ||22|| = 1, Q(22) < 0. V prvem primeru je izraz v
oklepaju zgoraj pozitven za h = rz; za vse dovolj majhne » > 0. V drugem
primeru je izraz v oklepaju zgoraj negativen za h = rzo za vse dovolj majhne

r > 0. Lokalnega ekstrema potem ni. O
Definicija 20 Matriko drugih odvodov

[3225;1 (a)}

imenujemo Hessejeva matrika v tocki a. Formo

H) =530 5 @hsh

j=1i=1

pa Hessejeva forma v tocki a.

Opomba: Zgornje moznosti ne izérpajo vseh moznosti. Vzemimo npr. f(z,y) =
%+ 9% Tocka (0,0) je tocka globalnega minimuma, vendar je Hessejeva forma

v tej tocki enaka 0, saj so vsi odvodi drugega reda v tej tocki enaki 0.

Trditev 2 Naj bo

a b
B:
b ¢
m
H(h) = (Bh, h).

Tedaj je H pozitivno definitna natanko tedaj, ko je a > 0 in det(B) > 0.
Dokaz: (=) Kvadratna forma H je oblike

H(h) = ahi + 2bh1ho + ch3

b\ b2
:a(h1+—h2) + (c— —) h3
a a
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Ce je H pozitivno definitna, t.j. H(h) >0, za h # 0.
e 7a hy # 0 in hy = 0, dobimo H(h) = ah? > 0, od koder sledi a > 0.

e za hy = (—b/a)hs je H(h) = (c — b*/a)h3, od koder sledi ¢ — b?/a > 0 oz.

ac — b > 0, kar pomeni det(B) > 0.

(<) Cejea>0inac—b*> >0, je Hh) > 0. Iz H(h) = 0 sledi hy = 0 in
ah? = 0 in od tod hy = 0. Torej H(h) pozitivna za vse h # 0, t.j. H je pozitivno
definitna. 0

Opomba: B je pozitivno definitna, ¢e je —B negativno definitna. Torej je B

negativno definitna natanko tedaj, ko je a < 0 in det(B) = ac — b* > 0.

Opomba: Ce je det(B) = ac—b* < 0, ima B eno pozitivno in eno negativno

lastno vrednost.

Posledica 4 Naj bo f € C?(G), G C R? odprta. Naj bo

of of

a(a,b) = a—y(a,b) = 0,

t.j. (a,b) je kriticna tocka. Ce je

Of 0% O f 2
SLanilen- (FLen) >0
tedaj v tocki (a,b) nastopi lokalni ekstrem. Ce je 0 f/02*(a,b) > 0 je to lokalni

minimum. Ce je 02 f/022(a,b) < 0 je to lokalni maksimum.

Opomba: Hessejeva matrika je
o f
52" Geay

D*f f
0xdy (a,8) 6—( b)

f

Hessejeva forma pa

+(Bh,h).
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1.12 Vezani ekstremi

Naj bo f funkcija razreda C! definirana v okolici tocke a € R™. Naj bo f(a) =0
in (Df)(a) # 0. Tedaj vemo, da je v okolici U tocke a mnozica M = {z € U :
f(z) = 0} mnogoterost dimenzije n — 1. Tangentni prostor T, M dobimo tako,
da gledamo vse gladke poti ¢ : (—4,0) — M, 1(0) = a in si ogledamo mnozico
vektorjev ¢’ (0). Mnozica vseh teh bo ravno T, M. Torej je

f(d)l(t)’ 77[}2(t)a ey 77Z)n(t)) =0

za vse t € (—6,0). Torej je

of of

a—xl(%(t)7~-~7wn(t))wi(t) oot a—%(%(t),-~-,wn(t))%(t) =0.
Prit =0 je torej
of of /
a—xl(a)dﬂl(o) o a—%(a)%(O) = 0.

Tangentni vektor (¢1(0),..., 4., (0)) je torej pravokoten na vektor

(g—i(a),...,aa—;n(a)) .

Vektor (g—é(a), cee %(a)) imenujemo gradient funkcije f v tocki a in ga

oznacimo z

(grad f)(a) oz (Vf)(a).
Mogoce je pokazati, da je T, M natanko podprostor vseh vektorjev, ki so pra-
vokotni na (grad f)(a).

Ce imamo gladko mnogoterost, dano z

gi(z1,...,2n) =0

gm(z1,...,2,) =0,

¢e je a € M, mora imeti matrika

g1 g1
a—xl(a) E(a)

: , . (m<mn)
Ogm 4y ... 9m

a
&vl
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maksimalen rang, t.j. njene vrstice so linearno neodvisne, t.j. vektorji (grad g1)(a),
...,(grad gm)(a) so linearno neodvisni. V tem primeru se preprosto vidi, da je
T, M linearen podprostor vseh vektorjev, ki so hkrati pravokotni na vse gradi-

ente.

Trditev 3 Naj bo a € R™, a # 0 in P linearen podprostor v R™. Naj velja
{z} LP=2zLla.

Tedaj je a € P.

Opomba: Vektor z je pravokoten na P, ko je pravokoten na vsak vektor iz P.

Dokaz: Razstavimo a = ap + @, kjer je ap € P in {a} L P. Tedajjea L a
po predpostavki. Sledi (a,a) =0 = (a,ap + a) = (a,ap) + (a,a). Od tod sledi

(@a,a) =0 0z. a=0in od tod a = ap. Torej a € P. O

V nadaljevanju bomo iskali lokalne ekstreme gladke funkcije f,

f(ZC) :f(xla"wxn):

pri dodatnih pogojih

gm(z1,...,2,) =0.

Torej vzamemo v postev le tiste n-terice (z1,...,2,), ki izpolnjujejo zgornje
dodatne pogoje. Vse funkcije naj bodo razreda C'. Tipicen primer bi bil: is¢emo
lokalne ekstreme funkcije f(z,y, z) = 2o —y+ 2z, ob pogoju 22 +y>+ 22 = 1. To
pomeni, da iséemo lokalne ekstreme funkcije f zozene na sfero x2? +y? 4 22 = 1.

Natanc¢neje povedano; f ima v a lokalni vezani minimum, ¢e obstaja nek
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d>0,daje f(z) > f(a) za vse © = (x1,...,2,), za katere velja ||z — al| < § in

gl(zl,...,zn) =0

g2(1,. .., xn) =0

gm(T1, ..., 2,) =0
Podobno seveda velja za lokalni vezani maksimum.

Izrek 19 Naj ima funkcija f € C', f(x) = f(x1,...,2,), v tocki a vezan

lokalni ekstrem ob pogojih

gl(l‘l,...,In) =0

gg(fl,...,In) =0

gm(xly CII 7‘7;1’7,) = 07

kjer so gi € C!' za i € {1,2,...,m} funkcije v okolici tocke a (in seveda

gi(at,...,an) =go(ar,...,an) = ... = gm(a1,...,a,) =0). Naj bodo gradienti

(grad g1)(a), (gradga)(a),..., (gradgm)(a)

linearno neodvisni. Tedaj obstajajo realna Stevila A1, Ao, ..., A\m, da je a sta-

cionarna tocka funkcije
F:f—)\lgl—)\ggg——)\mgm

Dokaz: Ker so (gradg;)(a), j € {1,2,...,m} linearno neodvisni, je v okolici a

skupna resitev enacb, ki opisujejo dodatne pogoje neka mnogoterost M.
M={zel:gj(x)=0,j€{1,2,...,m}}

Naj bo h poljuben vektor iz T, M. Tedaj obstaja gladka pot ¢t — () € M,
da je ¥(0) = a in ¢’'(0) = h. Ker je v tocki a lokalen vezan ekstrem funkcije f,
ima funkcija ¢ — f(ql)(t)) lokalen ekstrem pri t = 0, ko je 1(0) = a. Zato je

d
S @), =0,
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t.j.
L@+ @)oo
of o1
@O+t @ 0] <o

kar pa je naprej enako

<[§f< ) (%fw] ,[w1<o>,...,¢;<o>1> — ((grad £)(a), hY = 0.

Pokazali smo torej, da je vsak h € T, M pravokoten na (grad f)(a). Ker je
T, M natanko prostor vseh vektorjev, ki so pravokotni na (gradg;)(a), j €
{1,2,...,m}, sledi: ¢eje h L (gradg;)(a), j € {1,2,...,m}, je h L (grad f)(a).
Ce oznacimo s P podprostor, napet na (gradg;)(a), j € {1,2,...,m}, smo
dobili:

{h} L P=h 1 (gradf)(a).

Po trditvi zgoraj sledi, da je (grad f)(a) € P, t.j. obstajajo natanko doloceni
A, je{L,2,...,m}, daje

(grad f)(a) = Y Aj(grad g;)(a).
j=1
Torej
(grad f)(a) = Y Aj(grad g;)(a) = 0.
j=1

To pomeni (¢e pogledamo po komponentah)

8$1

uMs uMs

Torej je a res kriti¢cna tocka funkcije f — Z;nzl Aig;. O
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Opomba: Ce (gradg;)(a), j € {1,2,...,m}, niso linearno neodvisni, je M
lahko karkoli. Takrat na$ izrek ne velja v splosnem. Potrebno je vsak primer

obravnavati posebej.

Stevila Aj, 7 €{1,2,...,m} imenujemo Lagrangeovi mnoZitelji. Od tod
sledi Lagrangeova metoda za iskanje kandidatnih tock za lokalne vezane ek-

streme.

Recimo, da iséemo lokalne vezane ekstreme funkcije f € C!, ob pogojih

gl(l‘l,...,In) = 0

g2(z1,...,2n) =0

gm(z1,...,x,) =0.

Kandidatne tocke za take ekstreme dobimo na naslednji nac¢in; najprej tvorimo

funkcijo F
F(x1,.o Ty Aty e ey ) = fx1, .00 20) — Z)\igi(zl,...,zn)
i=1

in pois¢emo njene stacionarne tocke. Pri tem je

oF
a—xl(al,...,an,yl,...,um) =0
OF
%(alw'wanﬂ/la"'aym) =0
oF
6—)\1(a1,...,an,yl,...,um) =0
OF
W(al,...,an,vl,...,l/m) =0,

kjer je (a1,...,an,1,...,Vy) stacionarna tocka funkcije F'. Zadnje enacbe, t.j.
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tiste, ki jih odvajamo po A;, so ravno

g1(z1,...,2,) =0

g2(z1, ..., ) =0

gm(z1,...,2,) =0.

Iz vseh n+m-enach doloc¢imo tocko (ay, ..., an,v1, ..., Vm). Tako dobljena tocka

(a1,...,ay) je kandidatna tocka za nas lokalen vezan ekstrem.

Zgled: Poisci kandidatne tocke za lokalen maksimum funkcije, ki je dana s
predpisom

flay) = -2 —y* + 2,

pri pogoju
r4+y=1

Tvorimo funkcijo F,

F(x,y,)\):—x2—y2+2—)\(x+y—1).

Sledi:
oF
— =-2r-A=0
oz .
oF
— =-2y—A=0
Jy 4
oF
— =—-z— 1=0.
B r—y+
Iz zgornjega sistema enachb dobimo: x = %, Yy = % in A\=-—1. O

Opomba: Zgornji primer bi lahko prevedli na problem iskanja ekstrema funkcije

ene spremenljivke.
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Poglavje 2

Integrali s parametrom

Nekaj izrekov bi radi s funkcijskih vrst posplosili na integrale. Pri funkcijskih
vrstah smo med drugim dokazali: ¢e so funkcije f,, zvezne na intervalu [a, b
in vrsta Y2 | fu(x) enakomerno konvergira, je funkcija f, dana s predpisom
f(z) =307, fu(x), zvezna na [a, b].

V zgornjem zapisu bi radi znak Y nadomestili z f . Radi bi tudi vedeli,
kdaj je funkcija x — f; F(z,t)dt zvezna, odvedljiva, integrabilna? Izreke iz

funkcijskih vrst pa bomo se malo posplosili, saj lahko pri integralu

v
G(z,u,v) :/ F(z,t)dt
u
spreminjamo Se meji u in v.

Definicija 21 Mnozica X C R" je lokalno zaprta, ce za vsak x € X obstaja
r >0, da je X NK zaprta mnoZica v R™, t.j.

K(a,r)={y e R" : [y —a| <r}.
Zgled:

(a) Vsaka zaprta mnozica X je lokalno zaprta, saj je presek zaprte mnozice

X 7 zaprto mnozico K(x,r) vedno zaprt.

(b) Vsaka odprta mnozica je tudi lokalno zaprta. Ce je X odprta in z € X
vemo, da obstaja r > 0, da je K(z,7) C X. Tedaj je K(z,7/2) C K(x,r) C
X, torej K(z,7/2) N X = K(z,7/2) zaprta.

7
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(c) Ce je X = (odprta mnozica) N (zaprta mnozica), sledi, da je X lokalno

zaprta.

O

Izrek 20 (o zveznosti integrala s parametrom) Naj bo Z = [a,b] in X C
R™ lokalno zaprta mnozZica. Naj bo f : T x X — R zvezna funkcija. Potem je

funkcija G : X x T x T — R, definirana s formulo

G(z,u,w) = /w ft,x)dt

Zvezna.

Opomba: ¢e je f zvezna funkcija spremenljivk x in ¢, je G, dana s predpisom

G(z,u,w) = /w ft,x)dt

zvezna funkcija spremenljivk (z,u, w).

Dokaz: Naj bo (zq,uo, wp) € X x I x Z. Ce je tudi (z,u,w) € X x T x T, je

|G (x,u, w) — G(xq, up, wo)| =

_ /wftxdt :Of(t,xo)dt’

AL - s

_ /w° f(t,0)) dt+/u° U:f(t x)dt‘

< [T~ steanar | [ et + wff(m)dt\
s ;

Naj bo ¢ > 0. Izberimo r > 0 tak, da je X N K(xg,r) zaprta v R™ (saj je
X lokalno zaprta). Mnozica X N K(xg,7) je omejena in zaprta v R", zato je
T X (X N K(mo,r)) zaprta in omejena v R”t!, torej kompaktna. Funkcija f je
na tej mnozici zvezna, zato je na njej enakomerno zvezna, torej obstaja § < r,

da za (t',2'), (t",2") € T x (X NK(zo,7)) taka, da je

[t —t"| <6 in |2 —2"| <,
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in velja
€

Lf(t"2") = f(t' 2] < 306—a)

V posebnem primeru; za vsak x, |[x — xg| < 0 velja (' =t =1t)

3

(t.2) = Flt0)| < 557

za vsak t € [a,b]. Torej je

b
A< / F(t ) — f(tz0)dt
b
£

<ga )

3

BE A

oziroma A < /3 za |x — x| < 4.
Zaradi kompaktnosti Z x (X NK(zo,7)) je zvezna funkcija f na tej mnozici
omejena, t.j. obstaja M < oo, da je |f(t,x)| < M za vsak (t,x) € T x (XN

K(zo,7)). Ceje |u—uo| < &/(3M) in u < ug, je

/qu f(t,x)dt' < /uuo Mt

< M(up — )

&
<M—
- 3M

<
3
Za ug < u velja enako, t.j. B <¢/3. Ce je |w —wo| < &/(3M), je C < £/3. Ce

je torej |x — xo| < 0, |u—ug| < e/(BM), lw — wo| < e/(3M), je

13 g
— 4+ - =g,

|G(.’L’,U,’U}) - G({I}O,Uo,woﬂ S % + 3

w

t.j. za vsak € > 0 smo nasli §; > 0, da je
|G(1’,U,’UJ) - G($0,U0,’UJO)| S g,

¢im je |z — xo| < d1, |u — ug| < 01, |w — wo| < d1. Torej je G res zvezna v tocki

(Io,UO,UJO)- 0
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Posledica 5 Naj bo X C R" lokalno zaprta mnoZica in f : [a,b] x X = R

zvezna. Tedaj je F', dana s predpisom

b
F(z) = / f(t, z)dt,
zvezna funkcija na X.

Izrek 21 (o odvajanju integrala s parametrom) Naj bo J C R odprt in-
terval in f : [a,b] x J — R zvezna funkcija. Naj za vsak (t,z) € [a,b] x J
obstaja Of /0x(t, ) in naj bo Of/0x zvezna funkcija na [a,b] x J. Tedaj velja

i) funkcija F, dana s predpisom

b
F(x) :/ f(t, x)dt,
je zvezno odvedljiva na J in velja

b
F'(z) = %(t7 x)dt,

a

zax € J.
it) za poljubni zvezno odvedljivi funkciji o, B J — [a,b] je funkcija G,

B(x)
G(x) :/ ft,x)dt,
zvezno odvedljiva na J in velja

B(z)
G'(@) = F(8(a).0)8 ) ~ Sl wa'@) + [ Laar

a(z) aLE

Opomba: Izrek v bistvu pove kdaj lahko naredimo naslednje:
d [? *9
— t,x)dt = —f(t,x)dt
= | s = [ S
t.j. kdaj lahko zamenjamo vrstni red odvajanja in integriranja (tako kot pri

vrstah: d/dt > =" d/dt).

Dokaz: Uporabimo Lagrangeov izrek. Za vsak ¢, h obstaja 9(t, h), 0 < 9(t, h) <

1, da je
ft,x+h)— f(t,z) Of

- = S (ta+9(t, hh).
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Torej je

Fla+h) - Fz) /b O (1, ] =

(/ftm [ dt) [ %

:/( tx+h f(t’x)—?(t,x)>dt

==

T

= /( (t,x + 9(t, h)h) — g—f(t,x))dt

x
g/f

0
(t,z +V(t,h)h) — /
0
Izrek za (i) bomo dokazali, ¢e pokazemo, da je zadnji izraz poljubno majhen, ¢e

dt.

o (t,2)

T

je le h dovolj majhen.

Izberimo 7 > 0, da je [x — n,x + n] C J. Funkcija 0f/0x je zvezna na
mnozici [a,b] x [z —n,r + 7], ki je kompaktna v R2, zato je df/0r na tej
mnozici enakomerno zvezna. Torej lahko za vsak € > 0 izberemo § > 0, da iz

t',t" € [a,b], 2’2" € [x —n,x + 7],
[t/ =" <§in |z’ —2"| < §

sledi

Of i i O

6x( ') 8x( )| <e.

Torej iz |h| < 0 in |h| < 7 sledi

<e,

of of
'%(t, z+0(t h)h) — 5 (¢, )

za vsak t € [a,b], saj je |¥(¢, h)h| < |h|. Torej je

F(z+h)— F(x) baf
— t <
o r —=(t,z)d 5/ dt
=e(b—a),
pri ¢emer smo vzeli |h| < min{d, n}. Torej je izraz v |...| poljubno majhen, ¢e

je le |h| dovolj majhen. Zato je

Fl(z) = gi( w)dt.

a
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(#4) Najprej definirajmo funkeijo H,

H:J x[a,b] x [a,b] = R,

H(x,u,w) /ftx

Po zgornjem delu je H za fiksna u in w odvedljiva po z in

0H (Y of
%(:mu,w)—/u &E(tw)dt.

Za fiksen x in fiksen u je po osnovnem izreku integralskega racuna,

OH

v f(w,z),
za fiksen x in fiksen w pa

OH

ou —f(u,z).

Odvodi so zvezni, prvi po izreku zgoraj, drugi pa po predpostavki. Torej je

H € CHJ x [a,b] x [a,b]). Jasno je G(z) = H(z,a(z), B(x)), tore]

&) = S (v ala), B(w)) ot
+ 0, (), 80) 52+ I (0, (), () 2
B

Posledica 6 Naj bo G C R™ odprta in f : [a,b] x G = R funkcija. Naj za vsak

(t,z) € [a,b] X G obstajajo

of

t e {1,2,...
a.’L‘J( "1:)? ]e{ ) ) 7n}7

ki naj bodo zvezne funkcije na [a,b] X G. Tedaj je funkcija F dana s predpisom

= /ab ft,x)dt

razreda C* na G in velja

OF bar

= ] 1,2,... .
5o 0= | gttt Gell2. n)
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Izrek 22 (o integraciji integrala s parametrom) Naj bo f zvezna funkcija

na [a,b] x [¢,d] in F(z) = fab f(t,x)dt (Vemo Ze, da je F : [¢c,d] — R zvezna).

/CdF(x)dx = /ab (/cdf(t,x)dx> dt,
/cddx/abf(t,x)dt:/abdt/cdf(t,x)dx'

Opomba: oznagili bomo

/abdt/cdf(t,x)dx = /ab (/jf(t,x)dx) dt.

Pripomnimo Se, da integrala

’ bf(t,x)dt dr = ddx bf(t,x)dt
AV [
/ab (/jf(t,x)dw) dt:/abdt/cdf(t,x)dx

imenujemo dvakratna integrala (in ne dvojna integrala). Izrek torej rece, da sta

Tedaj velja

02iroma

in

oba dvakratna integrala enaka.

Dokaz: Naj bo F(z) = f; f(t, z)dt. Definirajmo

Vemo, da je F zvezna in

gwwzfﬁwmw
b

W) = [ gttt

a

Tedaj je ®'(y) = F(y). To vemo, saj je zaradi zveznosti F to ravno osnovni
izrek integralskega racuna, t.j.

d €T

ce je p zvezna. Isti izrek pokaze tudi

(+) %wwzﬂwy
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Funkcija @ je razreda C*. Ker je Og/0y zvezna, saj je f po predpostavki zvezna,

je potem tudi ¥ razreda C!, saj je

b
0
U(y) = imwﬁ

zvezna funkcija parametra y. Zato
b
9g
U(y)= [ ==(t,y)dt
= [ )

@/meﬁ
= F(y)

= 2'(y),

torej U/ (y) = ®'(y). Od tod sledi, da je ¥ — ® konstantna. Priy = ¢ je ®(¢) =0
in ¥(c) =0, saj je g(t,c) = 0. Od tod torej ¥ = P, oziroma

l[me:Lwa@

/:F(x)dx = /ab (/jf(t,x)dm) dt,
/Cd F(z)dx = /ab (/Cd f(t,ac)dac) dt.

za vsak y. Od sledi

inpriy=d

2.1 Posploseni (izlimitirani) integral

Ogledali si bomo le integrale tipa faoo in analogno sklepali tudi za druge pos-

plogene integrale. Studirali bomo torej integral

/a bt 2t

Definicija 22 Naj bo X neka mnoZica in f : [a,00) x X — R funkcija, taka

da je za vsak x € X funkcija t — f(t,x) zvezna na [a,00). Naj za vsak x € X
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obstaja
/ f(t, z)dt.
Pravimo, da je

/a T b2t

enakomerno konvergenten (na X), ¢e za vsak € > 0 obstaja b € [a,00), da za

vsak ¢ > b velja

/aoo £t 2)dt — /acf(t,x)dt‘ <

torej

/:O f(t,x)dt' <e

za vsak v € X.

To pomeni, da je v

oo b
[ st = i [ s

limita enakomerna po x. Pomembno je torej, da je mogoce v definiciji izbrati b,
ki je hkrati dober za vse xz € X.

Spomnimo se iz Analize I: Y f,,(z) — s(z) enakomerno za © € X, ¢e za vsak
e > 0 obstaja no, da je za vse n > ng | 37, fi(x) — s(x)| < € za vsak z € X,
Spomnimo se tudi na Weierstrassov M-test za enakomerno konvergenco. Ce je
[fr(z)| < t,, za vsak © € X inn € N in ¢e vrsta Y ¢, konvergira, tedaj vrsta

> fn(x) konvergira enakomerno na X'. Podobno velja tudi v nasem primeru.

Trditev 4 Naj bo X neka mnozica, [ : [a,00) x X = R zvezna funkcija na
[a,00) za vsak x € X. Naj obstaja funkcija ¢ : [a,00) — Ry zvezna, da je

[f(t,2)] < @(t), t € [a,00) za vse x € X in naj

/aoo p(t)dt

/a bt

konvergira (obstaja). Tedaj

konvergira enakomerno na X .



86 POGLAVJE 2. INTEGRALI S PARAMETROM

Dokaz: Naj bo € > 0. Ker faoo ©(t)dt konvergira, obstaja b < oo, da za vsak

¢ > b velja
/OO p(t)dt < e.
Sledi
| s [ s =| [ seaa
< [ 1t
< /00 p(t)dt < e,
za vse ¢ € X. Torej faoo f(t, z)dt konvergira enakomerno na X. O

Izrek 23 (o zveznosti posploSenega integrala s parametrom) Najbo X C

R"™ lokalno zaprta mnoZica, f : [a,00) x X = R zvezna funkcija in naj

/aoo ft,x)dt

konvergira lokalno enakomerno na X, t.j. za vsak y € X obstaja r > 0, da

faoo f(t, x)dt konvergira enakomerno na mnoZici {x € X : ||z —y| < r}. Tedaj
je
(oo}
x l—>/ ft,x)dt
a

zvezna funkcija na X .

Dokaz: Naj bo x € & in naj bo ¢ > 0. Zaradi lokalne enakomerne konvergence

obstajata r > 0 in ¢ < 0o, da je

[ i [ reaa] <5

za vse y € X, za katere velja ||y — 2| <r. Po znanem izreku je

Y / f(t,y)dt

zvezna na X. Torej obstaja § > 0, da je

/acf(t,y)dt - /acf(t,x)dt‘ < g
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za vse y € X, za katere velja ||y — z|| < 8. Ce je torej ||y — z|| < min{r, 5}, je

| s [ s < | [ sea- [ f(t,zndt'
+ / f(t,y)dt—/ f(t,x)dt’
+ /Cf(t,x)dt - /oo f(t,x)dt‘
o E g &
“37373
=
Torej je x — [ f(t,x)dt zvezna v x € X. O

Izrek 24 Naj bo [ : [a,00) X [¢,d] = R zvezna funkcija. Naj bo integral

Plz) = / bt 2t

enakomerno konvergenten na [c,d]. Tedaj je (Ze vemo, da je F zvezna in)

/ch(x)dx = /aoo dt /cdf(t,x)dx,
/Cddx/aOO f(t,x)dt = /aoodt/cdf(t’x)dx.

Dokaz: Za vsak b > a definirajmo

torej

b
Fylz) = / F(t, 2)dt.
Najbo £ > 0. Ker je integral enakomerno konvergenten na [, d], obstaja b < oo,
da je
|F(x) — Fy (2)] <e,
za vse x € [c,d] in vse b’ > b. Torej je

lim Fy(z) = F(x),
b—00

kjer je konvergenca enakomerna na [c, d).
Naj bo {b,} -, poljubno zaporedje, b, — oo. Funkcije F}, konvergirajo

enakomerno k F', zato je

d d
lim B, (x)dx z/ F(z)dx.

n—roo c
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(To sledi iz znanega izreka iz Analize 1) Nage funkcije so zvezne funkceije spre-
menljivke x na [c,d], t.j. F,, zvezna, ker so integralske meje koncne, F' pa kot

enakomerna limita. Torej je

/C " Py = lim. ( / " /a " f(t,x)dt)
= lim (/ab dt/jf(t,x)dz) .

Po definiciji posplosenega integrala je to naprej enako

/aoo dt/cdf(t,x)dx.

O

Izrek 25 Najbo J odprt interval in f : [a,00) X J — R zvezna funkcija. Naj bo
f parcialno odvedljiva na drugo spremenljivko in naj bo 0f/0x zvezna funkcija

na [a,00) x J. Naj za vsak x € J integral

F(zx) = /OO ft,x)dt

konvergira in naj integral iz odvodov

/a %(t,fﬂ)dt

lokalno enakomerno konvergira na J, t.j. za vsak x € J obstaja interval T C 7,

/a %(t,fﬂ)dt

konvergira enakomerno na I. Tedaj je F € C*(J) in

s srediséem v x, da

F'(z) = h %(t,x)dt.

Torej je pod temi pogoji dovoljena menjava obeh limitnih procesov, t.j.
— t,x)dt = —(t, x)dt.
= | rema= [ G

G(z) = h g—i(t,x)dt.

Dokaz: Naj bo

a
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Naj bo y € J. Tedaj po predpostavki obstaja okolica od y, na kateri ta integral
enakomerno konvergira, t.j.

b
Gy(z) = %(t, x)dt

a

na tej okolici enakomerno konvergirajo k G(z). Pisimo

b
Fy(x) = / F(t,2)dt.

Od prej vemo, t.j. iz odvajanja pri konénih mejah, da je F}(x) = Gy(x) za vse
v tej okolici. Naj bo b, — co. Vemo Fy, (x) — F(x) za vsak x € J, saj integral
[.° f(t,z)dt konvergira za vsak z € J in Fy (r) — G(x) enakomerno za vse
v okolici y. Po znanem izreku iz Analize 1 sledi, da je G(z) = F'(x) za vse z v

okolici y. Ker je bil y € J poljuben, to velja za vse x € J, torej

/:o %(t,x)dt - UOO f(t,x)dt}/.

Iz zgornjega izreka sledi tudi, da je funkcija G zvezna na J, saj je integrand
Of J0x(t, z) zvezen, integral [~ Of /Ox(t, x)dt pa konvergira lokalno enakomerno.
Torej je F razreda C*. 0

Posledica 7 Naj bo G odprta mnoZica v R™ in f : [a,00) X G — R zvezna

funkcija. Naj povsod na [a,0) X G obstajajo odvodi Of /0x; in naj bodo zvezne

/a o2, (t,x)dt

konvergira lokalno enakomerno na G za vsak i, i € {1,2,...,n}, potem je

funkcije. Ce integral

Plz) = / bt 2t

na G parcialno odvedljiva na vse z; in je

OF [ of
axi B a 8{1}i

(t,z)dt
za vsak i, i € {1,2,...,n}. Vsi ti odvodi so zvezni na G, t.j. F € C1(G).

Analogni izreki veljajo tudi za posplosene integrale s parametrom na konénem

intervalu, kjer je funkcija singularna v krajiscu, npr.

b b
R e

a-+te
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2.1.1 Eulerjeva I'-funkcija

Oglejmo si
F(n) = / t"e~tdt, neIN.
0

Z integriranjem ,,po delih”, pri ¢emer uporabimo
" =u, nt""dt =du

e tdt =dv, —e t=u,
dobimo
" A
T n_—t n—1_—t
F(n)—Ah_{réo<[—t e, +/O nt" e dt)
A
= lim (—A”e_A —|—/ nt”_le_tdt>
A—o00 0
:/ nt" te~ldt
0
=nF(n—-1).
Torej F(n) =nF(n—1), oz.
F(0) :/ e tdt =1,
0

F(1) :/ te~tdt =1,
0

F(n)= / t"e tdt = nl,
0

Definirajmo

F(x) :/ tYe~tdt, =z € R.
0

To je posplosen (izlimitiran) integral, ki konvergira pri co za vsak x, pri 0 pa za

x > —1. Tako dobimo dobro definirano funkcijo
F:(-1,00) — R.

Od prej vemo, da je

oziroma
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Definicija 23 Funkcija T,
I(x) := / t*le7tdt = F(x — 1),

0
je definirana za x > 0. Imenujemo jo tudi Fulerjeva I'-funkcija.
Trditev 5

(1) T eC™in
(k) < o 1 -t
r = — (t""e7h) dt
@= [ 5o e

o0
= / t*loght - e tdt
0

(17) T'(x + 1) = 2T (x), za vsak x > 0
(#41) limg,_o+ I'(z) = 00

Dokaz: (i) Najprej dokazimo zveznost funkcije I'. Dokazemo, da [~ t*~'e~"dt
lokalno enakomerno konvergira na (0, c0).

Oglejmo si najprej fol t*~le~tdt. Vzemimo a > 0 in z > a. Sledi
|tw—16—t| < ta—le—t'

Ker je a—1 > —1, je funkcija, s formulo t*~!e~!, integrabilna na intervalu [0, 1].
Torej fooo t*~le~tdt enakomerno konvergira na intervalu [a, 00) za vsak a > 0.

Oglejmo si se [~ t*~te~!dt. Najbo 0 < b < oo in # < b. Torej
|tm—16—t| < tb_le_t.

Ker je funkcija, s formulo t*~'e~" integrabilna na intervalu [1, 00), [ t*~te~tdt
enakomerno konvergira na (0, b].

Formula za odvod velja, ¢e

] k
/ % (t*~te™") dt
0

lokalno enakomerno konvergira. Spet razdelimo na dva dela.

Prvi del:

1
/ " oght- e tdt
0
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Kot prej, izberemo a > 0 in z > a. Dobimo
12 Lloght - et <t loght- e,

Zae > 0in t* loght - et = t*=="1¢=logh ¢t - e, sledi lim;_,o+ t°log® ¢ = 0.
Ker je a —1 > —1, obstaja e > 0 tako, da a —e — 1 > —1. Sledi, da je funkcija

t

s formulo t*~1log® ¢ - e~* integrabilna na [0, 1].

Drugi del:
/ t*loght - e tdt
1

Izberemo b > 0 in = < b. Dobimo

[t Lloght- et < t*lloght- et

t

Funkcija s formulo t*~!log”¢- e~ je (podobno kot prej) integrabilna na [1,0).

(13) T(z) = F(x — 1), za x > 0. Vemo, da je F(z) = xF(x — 1). Sledi
Iz +1) =al'(2).

(19i) T(x + 1) = 2(x), za > 0. Sledi I'(z) =T'(z + 1)/z, za = > 0.

T 1
lim I'(z) = lim Letl) = 00,
z—0t z—0t x
I zvezna, lim,_,o+ I'(1) = 1 in lim,_,o+ = 0. O

Opomba: Jasno je lim, ,oo I'(x) = co. Od tod sledi graf funkcije I', slika
2.1.

I'(z)

Slika 2.1: Graf Eulerjeve funkcije I' na R



2.1. POSPLOSENI (IZLIMITIRANI) INTEGRAL 93

Opomba: S pomocjo tocke (iii) prejdnje trditve, lahko I razgirimo na (—1,0)U

(=2,-1)U... = (—00,0) \ Z. Torej

e za—1<xz<O0slediz+1¢€(0,1) oz

2.1.2 Eulerjeva B-funkcija
Definicija 24 Funkcija B,
1
B(z,y) ::/ 1 =)yt
0
je definirana za x,y > 0. Imenujemo jo tudi Eulerjeva B-funkcija.

Trditev 6 Velja naslednja enakost:

o] Sm—l
B = —d
Dokaz: Iz s = t/(1 —t), pri cemer veljas > 0~t—=0ins > o0 ~t—1

izrazimo t = s/(1+s), 1 —t =1/(1 + s), dt = ds/(1 + s)?, vstavimo v enacbo

in dobimo

Izrek 26 Za x,y > 0 velja
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Dokaz:
B = - t*Hy—letqy

(z,y)'(z +y) /0 (1 +9) H_y /0 e
w+y—1 —toz—1 N
:/ ¢ 5 g|as?

0 1 + s 1+

= 1 =
1 s u, u(l+s), T du

m+y 1 —u(1+s) r— ldu

/ / w+y 1 e U (14s) z—lds
/ #k )

ud™! _“du/ (us)”_le_“suds(z
0

*



Poglavje 3

Riemannov integral v R"

Poglejmo si najprej primer n = 2.

&i
v

Slika 3.1: Motivacija za dvojni integral

Naj bo P pravokotnik v ravnini z-y, funkcija f : P — R pozitivna in omejena
in naj bo T = {(z,9,2) : (z,y) € P,0 < z < f(z,y)}. Zelimo izracunati
prostornino obmocja 7.

Pravokotnik P razdelimo na drobne pravokotnike Py, Pa, . .., Py, s plos¢inami
v(P1),v(P2),...,v(Py). V vsakem P; izberemo tocko (&,7n;) € P; in nato

izrac¢unamo vsoto

e
kjer (x) predstavlja priblizZno prostornino i-tega stolpca.

95
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Yy
I
7 L f(&mi)
i
Pi7 ’U(PJ
&i x

Slika 3.2: Delitev pravokotnika P na manjse pravokotnike

Vsoto zgoraj imenujemo Riemannova vsota. Celotna vsota je priblizek
za iskano prostornino. Do boljSega priblizka pridemo s finejso razdelitvijo. V
limiti bomo dobili to¢no prostornino. Za splosne omejene funkcije f na P bomo
rekli takole: ¢e obstaja Stevilo I, da velja: za vsak € > 0 obstaja ¢ tako, da za
vsako delitev Py, Pa, ..., P,, kjer so vse stranice pravokotnikov krajse od § in

za vsako izbiro tock (&;,m;) € P; velja

Zf(ﬁiﬂ?i)v(ﬂ) —I| <e.
i1

Tedaj bomo rekli, da je f integrabilna na P in I je njen integral po P. Tako

bomo definirali dvojni Riemannov integral.

Podobno vpeljemo trojni integral. Naj bo P kvader v prostoru R3. Naj bo
dana gostota p(x, y, z) snovi v kvadru. p naj bo pozitivna zvezna funkcija. Radi
bi izracunali maso kvadra. Maso znamo izracunati, ¢e je material iz katerega je

kvader narejen homogen, t.j. p = konst. Tedaj je
masa = konst. - prostornina kvadra.

Priblizek: razdelimo P na majhne kvadrcke Py, Ps, ..., P, s prostorninami
v(P1),v(P2),...,v(Py,). Izberimo v vsakem kvadrcku P; neko tocko (&;,n;,¢;).

Priblizek za maso kvadra je

> pl& i, Gho(P),

= (=)
kjer (x) predstavlja priblizno maso i-tega kvadrcéka. Zgornjo vsoto imenujemo

Riemannova vsota. Celotna vsota je priblizek za iskano maso. V limiti, ko gre
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dolzina najdaljse stranice proti 0, dobimo to¢no maso nasega kvadra. To limito

bomo imenovali trojni (Riemannov) integral funkcije p v P.

Definicija 25 (Kvadri v R™) Najboa; < by,as <ba,...,a, <b,. Karteziéni

produkt

P = [al,bl] X [a2,b2] X ... X [an,bn]

:{(xlaan"'axn):a/igxigbi}a 7/6{1,2,,71}
imenugjemo zaprt kvader v R™ in

Q = (al,bl) X (ag,bg) X ... X (an,bn)

={(x1,22,...,x,) 1 a; <x; <b;}, 1€{1,2,...,n}
imenujemo odprt kvader v R™.

Definicija 26 Volumen kvadra [a1,b1] X [az,b2] X ... X [an, by] je enak produktu

dolzin stranic (b1 — a1)(ba — az) ... (bp — ay).
Diskusija: Ce vsako stranico kvadra [a;, b;], i € {1,2,...,n}, razdelimo takole:

a;=ah <zt <...<xz' =b;, m;eN,

my

razdelimo ves kvader na mq - ... - m, kvadrékov oblike:
1 1 2 2 n n
[le_l,le] X [ij_l,ij] X ... X [xjn_l,xjn],

kjer 0 < j; < m;. Delitev kvadra je torej mnozica vseh kvadrckov.

Oznaka: Naj bo f omejena funkcija na kvadru P. Pisimo

m(f,P) =inf{f(x): 2z € P}
M(f,P)=sup{f(z):x e P}

Kot pri funkcijah ene spremenljivke bomo tudi tukaj razvili kot pomozno sred-

stvo t.i. Darbouzrov integral.
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Definicija 27 Naj bo f omejena funkcija na kvadru P in D delitev kvadra P
na kvadrcke (kot zgoraj), torej D = {P1,P2,...,Pn}. Vsoto

(D)= 3 m(f,P)o(P,)

P.eD

imenujemo spodnja Darbourova vsota, vsoto

S5(f,D) = Z M(f,Pi)o(P)

P.eD

pa tmenujemo zgornja Darbouxova vsota, prirejena delitvi D in funkciji f.

v(P;

~

Slika 3.3: Stolpica iz zgornje in spodnje Darbouxove vsote

Definicija 28 Naj bosta D in D’ delitvi kvadra P. Delitev D' je finejsa kot
delitev D, ¢e je vsak kvader, ki pripada delitvi D' wvsebovan v nekem kvadru

delitve D.
Opomba: Ce je P’ C P, je

sup{f(z) : x € P'} <sup{f(z):z € P}

inf{f(z):x € P'} > inf{f(z) : x € P}.

Posledica 8 Ce je delitev D’ finejsa od delitve D in je f omejena funkcija na
P, je s(f,D) < s(f, D) in S(f, D) = S(f, D).

Posledica 9 Za poljubni delitvi D" in D" kvadra P, je s(f,D") < S(f,D’), t.j.

vsaka spodnja vsota je manjsa ali kvecjemu enaka vsaki zgornji vsoti.

Dokaz: Naj bosta D' in D" delitvi kvadra P. Naj bo D nova delitev, kjer
za vsak [a;, b;] vzamemo vse delilne tocke obeh delitev. Dobimo delitev, ki je

finejsa od obeh. Zato je

s(f,D") < s(f,D) < S(f,D) < S(f, D).
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Opomba: Ce je f omejena na kvadru P, so spodnje vsote navzgor omejene in
zgornje vsote navzdol omejene, torej obstajata s = sup{s(f,D) : D delitev P}

in S =inf{S(f,D): D delitev P}.

Definicija 29 Omejena funkcija f na kvadru P je integrabilna po Darbouxu,
ce je s =S. To stevilo s =S = I se imenuje Darbouxov integral funkcije f.

Pisemo

i/

= /79 f(x)dx
—_—

://.../f($1,1‘2,...,1‘n)d$1d$2...dl’n.

P

Opomba: Kasneje bomo videli, da je f integrabilna po Darbouxu natanko tedaj,

ko je integrabilna po Riemannu in oba integrala sovpadata.

Naj bo sedaj f definirana in omejena na neki neprazni omejeni mnozici
A C R™. Kaj bi pomenilo, da je f integrabilna na mnozici A7 Mnozica A je
omejena, torej vsebovana v nekem kvadru P. Razsirimo funkcijo f z A na ves

P do funkcije f na kvadru P takole:

flx), e A
0, zeP\ A

\2

—
8

~—
|
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fx,y)

ay

Slika 3.4: Razsiritev funkcije f na ves P
Definicija 30 Omejena funkcija f na mnozici A je integrabilna, ce je f inte-

oL

Opomba: Preprosto se vidi, da integral ni odvisen od kvadra P, ampak le

od f in A.

grabilna na P in integral

Podobno, kot pri funkcijah ene spremenljivke dokazemo, da je integrabilnost

po Riemannu isto kot integrabilnost po Darbouxu in da sta oba integrala enaka:

Izrek 27 Naj bo f omejena funkcija na kvadru P C R™. Tedaj so ekvivalentne

naslednje trditve:

(a) Funkcija f je integrabilna v smislu definicije zgoraj (po Darbouxu) in njen

integral je enak I, t.j. S =s=:1.

(b) Obstaja stevilo I, da za vsak € > 0 obstaja 6 > 0, da za vsako delitev P na

kvadre Py, P2, ..., PN, z robovi krajsimi od 6 in za poljubne x1 € P1,x9 €
Pa,...,xNn € PN velja

N

> flav(Pi) 1| <«

i=1

t.g. [ je integrabilna po Riemannu in I je njen integral.
(¢) Za vsak € > 0 obstaja delitev D, kvadra P, da je

S(vaE)_S(faDE) <e.
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Opomba: Vsoto Zf\/:l f(z;)v(P;) imenujemo Riemannova vsota za delitev D in

izbiro tock x;.

Opomba: (b) pomeni integrabilnost po Riemannu. Po tem izreku bi jo lahko

vzeli za definicijo integrabilnosti.

Dokaz: (a) = (c) Naj velja (a). Tedaj je I = s =S = [ f(z)dz. Ker je
I =5 =inf{S(f,D), D delitev}, lahko za vsak € > 0 najdemo delitev D., da je
S(f,D.) < I +¢/2. Enako obstaja delitev D”, da je s(f, DY) > I —e/2. Naj bo
D. taka delitev, da upostevamo na vsakem intervalu [a;, b;] delilne tocke obeh

delitev D in D”. Tedaj je D. finejsa od DL in DY, torej
15 <s(£,DY) < s(£,De) < S(f,D.) < S(£,DL) < I+ 5.

Od tod sledi S(f,D:) — s(f,D:) < €.

(b) = (a) Pokazemo, da je I, ki nastopa v (b) enak S in enak s. Od tod bo
sledilo S = s, torej (a).

Naj velja (b) in naj bo I kot v (b). Naj bo ¢ > 0. Po tocki (b) obstaja é > 0,
da za poljubno delitev kvadra P na kvadre Py, Po, ..., Py s stranicami krajsimi

od 4 in za poljubne z; € P;, i € {1,2,..., N}, velja

N
D flaoP) —1
i=1

<<€
5

Po definiciji suprema lahko za vsak i izberemo x; € P;, da je

3
0 |16 - suwp 0] < s
Sledi
N N N
(=) [SU.D) =3 P = |3 sup Fa)o(P) =3 flwo(P)
=1 ;V_l =1
<3 |sup (@) — s v(P)
i—1 zEP;
N
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Iz (*) in (xx) sledi
N

1S(f,D) = 1| < [S(£,D) =Y f(z:)v(P)

i=1

_|_

<f4c
e _.
2

N ™

Podobno pokazemo $e za spodnje vsote. Dobimo |I — s(f, D)| < . Torej
<|S(f;D) = I|+ |I — s(f, D)
< 2e.

Ker je bil € > 0 poljuben, je S — s =0 oz. S = s. Torej velja (a).

(¢) = (a) Naj velja (c¢). Tedaj za vsak € > 0 obstaja D., da je
0<S(f,De) —s(f.D:) <e.
Ker za vsako delitev vedno velja
s(f,D) <s <S5 <S(f,D),
sledi, da za vsak € > 0 velja
0<S—s<e,

torej je res S = s. O
Ostane nam $e dokaz (a) = (b), t.j. intergrabilna po Darbouxu = integra-

bilna po Riemannu. Se prej pa si oglejmo naslednjo trditev.

Trditev 7 Naj bo D delitev kvadra P C R™. Za vsak ¢ > 0 obstaja § > 0,
da velja naslednje: Za vsako delitev D', s stranicami krajsimi od 6, je skupna
prostornina kvadrov delitve D', ki niso v celoti v kaksnem od kvadrov iz delitve

D, manjsa od €.

kvader iz D

i [j/ kvader iz D’

Slika 3.5: Kvadri iz delitve D’, ki niso v celoti v D
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Dokaz: Najprej za n = 1. Naj ima delitev D M tock in naj bo 6 =¢/M.

intervali iz D
/LN

L1 U —
intervali iz D’

Slika 3.6: Intervali iz delitve D', ki niso v celoti v D

Skupna dolzina intervalckov delitve D', ki niso v kakSnem od intervalov
delitve D (teh je najve¢ M), je torej manjsa ali kve¢jemu enaka Me/M = €.

Za n > 1. Skupno prostornino (n — 1)-razseznih mej, med kvadri delitve
D, oznacimo s T. Naj bo § = ¢/T. Oglejmo si koliksna je skupna prostornina
vseh kvadrov delitve D’, ki niso v celoti v kaksnem od kvadrov iz delitve D. Za
delitev D’ se vsak kvader delitve D’, ki ni v celoti v kaksnem od kvadru delitve

D, seka vsaj z dvema sosednjima kvadroma delitve D.

D F@D

D D

_’P’

Slika 3.7: Kvader iz delitve D’

Pri tem preseka del skupne meje med kvadri delitve D. Tega dela noben
drug kvader iz D’ ne preseka. Njegova prostornina je manjsa ali kvecjemu enaka
produktu prostornine preseka in J, saj je dolzina stranic navzgor omejena z 9.
Naj bo A(P’) (n— 1)-razsezna prostornina preseka takega kvadra P’ delitve D,
s skupno mejo med kvadri delitve D. Potem je v(P’) < A(P’)d. Ko to sestejemo
po vseh takih kvadrih P’ delitve D', ki ne lezijo v celoti v kak$nem od kvadrov
delitve D, dobimo:

v(P) < STAP) <Y A(P) < 6T == =¢,
%(7’)_% (P')3 < % (P') < 5
kjer (*) pomeni take kvadre, ki ne lezijo v celoti v kaksnem od kvadrov delitve

D. O

Dokaz (izreka): (a) = (b) Naj velja (a), t.j. S =s = 1. Naj boe > 0.

Funkcija f je omejena, torej obstaja M < oo, da je |f(z)] < M za vsak x € P.
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Ker velja (a), obstajata delitvi Dy in Do, da je I — s(f,D1) <e/21in S(f,D2) —
I < /2. Obstaja tudi delitev D, ki je finejsa od delitev Dy in Ds. Lahko
vzamemo kar vse skupne delilne tocke stranic delitve Dy in Dy. Velja isto I —
s(f,D) <e/2in S(f,D)—1I < /2, saj se pri prehodu na finejso delitev spodnja
vsota kveCjemu poveca, zgornja pa kve¢jemu zmanjsa. Po zgornji trditvi obstaja
§ > 0, da je za vse delitve D', s stranicami krajsimi od §, vsota prostornin tistih
kvadrov, ki niso v celoti v kaksnem od kvadrov iz delitve D, manjsa od £/(2M).

Naj bo D’ taka delitev. Naj bodo Py, Pa, ..., Py kvadri delitve D', osteviléeni
tako, da so Py, Pa,..., Py tisti, ki so v celoti v kaksnem od kvadrov delitve D
in Piy1, Pr+o, ..., Py pa ostali, t.j. tisti, ki niso v celoti v kak§nem od kvadrov
delitve D, t.j. tisti, ki sekajo skupno mejo kvadrov delitve D. Ce je P; vsebovan
v kvadru Q delitve D je supg f > supp, f. Naprej; vsota prostornin kvadrov
Pi, ki so vsi vsebovani v kvadru Q je manjsa ali kve¢jemu enaka prostornini

kvadra Q. Ce so torej Pj,, Pj,, ..., Pj, vsi vsebovani v istem kvadru Q delitve

2+
D, je torej vsota

l

l
Z f(xjk )U(IPM) < Z sup f(x)y('P]k)

k=1 k=1 7€<

< sup f(z)v(Q),
reQ

kjer je xj, € Pj,. Zato je

N k N
S fa)o(P) = fledvP) + Y fla)v(P)
i=1 =1 i=k+1
3
< S(f, D)+ Mops
SI+s+3
=1+e.

Od tod torej sledi, da je vsaka Riemannova vsota pri delitvi D’ manjsa ali
kvecjemu enaka I + €.

Na podoben na¢in pokazemo, da je vsaka Riemannova vsota pri delitvi D’
vecja ali kvec¢jemu enaka [ — €.

Dobili smo torej, da za vsak € > 0 obstaja 6 > 0, da za vsako delitev D’

kvadra P, s stranicami krajsimi od ¢, in za vsako izbiro tock z; € P; velja, da
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je

N
I—¢< Zf(xi)v(ﬂ) <I+e.

i=1

To pa je ravno tocka (b). O

V R™ bi radi integrirali po splosnejsih mnozicah kot so kvadri. Definirajmo

prostornino mnozice.

Definicija 31 Naj bo A C R"™. Karakteristi¢na funkcija x4 mnoZice A je

definirana na R™ takole:

1, ze€A
0; x¢ A

xa(r) =

Definicija 32 Omejena mnozica A C R"™ ima prostornino (volumen), ce
je karakteristicna funkcija x 4 integrabilna. Prostornina mnoZice A je definirana

takole:

o= [
<:/7>XA’ VPDA>
(L)

Ce ima mnozica A prostornino, pravimo tudi, da je ta mnozica Jordanovo-
merljiva mnoZica.

Ce je P odprt kvader, P = (a1,b1) x (az,bz) X ... X (an,by), je njegova
prostornina enaka (by—ay)-(ba—az) - - - (b, —ay), t.j. enaka prostornini njegovega
zaprtja [a1,b1] X [ag, ba] X ... X [ay, by].

Do pojma Jordanovo-merljive mnozice pridemo tudi takole: Prostor R”™
razdelimo za vsak m € IN na kocke K", s stranicami dolzine 1/m. Prostornina

take kocke je 1/m™. Definirajmo zunanjo in notranjo prostornino mnozice A.
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S S —

- —— - R

zunanja prostornina notranja prostornina

Slika 3.8: Zunanja in notranja prostornina mnozice A

Mnozico A aproksimiramo s kockicami ,,od zunaj”

+ — m
VT(A) = inf - o(K{),

kjer (x) =i : K" NA # 0 in ,0d znotraj”

V=(A) = sup Zv(lq”),
meN (%%)

kjer () =i : K" C A.

Vsaka omejena mnozica A ima notranji in zunanji volumen. Ce je V*(A) =
V~(A) pravimo, da ima mnozica A volumen, t.j. V = VT (A) =V~ (A). To
je ekvivalentno definiciji volumna zgoraj (Spomnimo se samo na Darbouxove

vsote).

Definicija 33
(a) (Omejena) mnozica A C R™ ima volumen 0, ¢e je v(A) = 0.
(b) (Ne nujno omejena) mnozica A C R"™ ima mero 0, ¢e za vsak € > 0

obstaja pokritje mnoZice A s kvadri P1,Pa, ..., katerih vsota volumnov je

manjsa od €, t.j. ko za vsak € > 0 obstaja Py, Pa,..., da je

Zgled: Naj bo S stevna mnozica. Tedaj ima S mero 0. Zakaj?
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Naj bo § ={ay,as,...} in naj bo £ > 0. Izberimo kvadre P; tako, da

a1 € Py in 1)(731) <

)

as € Py in 1)(732) <

)

=M N M

an € P, in v(P,) < 2%,

Tedaj je mnozica & C U2, P; in v(P1) +v(Pa2) +... < g/2+¢e/d+... = ¢
Torej, ¢e je npr. S $tevna podmnozica kvadra P, ki je v P povsod gosta, t.j. za
vsak a € P in vsako okolico U(a) tocke a obstaja s € S, s € U(a), ima S mero

0. O

Premislek: Taka mnozica S nima volumna. Njena karakteristi¢na funkcija
Xx(z) namre¢ ni integrabilna, saj so zgornje Darbouxove vsote ves ¢as enake
1 - v(P), spodnje Darbouxove vsote pa 0 - v(P), torej s = 0, S = v(P), torej
s#S.

Premislek: (Omejena) mnozica A ima volumen 0 natanko tedaj, ko za vsak
e > 0 obstaja koncno pokritje mnozice A s kvadri, katerih skupni volumen
ne presega ¢, t.j. ko za vsak € > 0 obstajajo kvadri P1,Ps,...,Pn, da je
A c UL Pjin Zililv(ﬂ-) < e. Imeti volumen 0, v(A) = 0 pomeni, da je
karakteristi¢na funkcija mnozice A, t.j. x4 integrabilna in je njen integral enak
0.

Mnozico A vlozimo v kvader P in si ogledamo x4 na P. Izraz fp xa =0

pomeni, S = s =0. Jasno je s > 0, saj je x4 > 0.

S(xa,D) = > sup xa(@)-v(P)

P, eD zEP;
1; Pl n ./4 75 @
sup xa(z) =
z€P; 0; PiNnA= 0

S(xa,D) = Z v(P;)

P NAZD
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Izraz infp S(x4,D) = S = 0 pa pomeni, da lahko za vsak ¢ > 0 najdemo

delitev, pri kateri S(xa,D) < e, t.j. da lahko najdemo delitev D, da je

>opien,pinazo V(b)) <&

Volumen smo definirali (za mnozice, ki imajo volumen), mere nismo defini-

rali. Definirali smo samo ,,imeti mero 0”.
Trditev 8 Stevna unija mnoZic z mero 0 ima mero 0.

Dokaz: Naj bodo A;, j € IN, mnozice z mero 0. Naj bo € > 0. Za vsak j
lahko pokrijemo A; s kvadri Pj,,Pj,, ... katerih skupna prostornina je manjsa
od €/27, t.j. Y72 v(Pj,) < &/27. Unijo torej lahko prekrijemo s kvadri P;,,

J,k € IN. Skupna prostornina teh kvadrov ne presega e/2+¢/4+...=¢c. O

Trditev 9 V definiciji mnozice z mero 0 lahko uporabljamo zaprte ali odprte

kvadre.

Dokaz: Vsak odprt kvader P; je podmnozica svojega zaprtja, t.j. zaprtega
kvadra z istimi robovi P;. Vsak zaprt kvader lahko vlozimo v odprt kvader z
npr. dvakrat daljsimi robovi Q;. Tedaj je v(Q;) = 2"™-v(P;), kjer je n-razseznost
prostora R™.

Ce je za vsak ¢ > 0 mozno pokriti A z odprtimi kvadri P; z > 50, v(P;) < €,
tedaj je Yoo, v(P;) < e, torej je A pokrit z zaporedjem P; zaprtih kvadrov s
skupnim volumnom manjsim od . Ce je za vsak § > 0 mogoce A pokriti z
zaprtimi kvadri P; s skupnim volumnom manjsim od ¢, t.j. > v(P;) < 6, je
(vzemimo Q; D P; dvakrat vecji odprt kvader) mogoce A pokriti z odprtimi

kvadri Q; s skupnim volumnom

oo

S u(@) =Y 2" w(P) <278

i=1 i=1
Torej za vsak € > 0 izberemo § > 0 tako, da je 29 = €, mogoce pokriti A z

odprtimi kvadri s skupnim volumnom manjsim od €. 0

Opomba: Ce ima mnozica A volumen 0, ima mero 0, t.j. ¢e je v(A) =0, je

za vsak ¢ > 0 in A C UN, P, SN 0(P;) < e. Torej ima A mero 0.



109

Obrat velja za kompaktne mnozice, t.j. ¢e je A kompaktna z mero 0,
ima A volumen 0. Naj bo A kompaktna z mero 0. Tedaj za vsak ¢ > 0
obstajajo odprti kvadri Py, Pa,..., A C U, Py, D2, v(P;) < e. Tedaj je
P1,Pa, ... odprto pokritje mnozice A. Zaradi kompaktnosti obstaja konéno
podpokritje, torej obstaja N € N, da je A C P; UPyU...UPy. Jasno je
Zilil v(P;) < Yoo, v(P;) < e. To pa vemo, da pomeni, da ima A volumen 0,

v(A) =0.

Zgledi:

(i) Premica R ima v R? mero 0. Za vsak ¢ > 0 i§¢emo zaporedje P, pra-
vokotnikov s taksno skupno plos¢ino, da je R C U2, P;. Resitev: Naj
bo e > 0, dolzina vsakega pravokotnika 1 in visina pravokotnika Py /2.
Torej je volumen v(P1) = 1-¢/2 = ¢/2. Naj bo visina pravokotnika P
e/4, v(Py) = 1-¢/4 = /4, ... Vsota volumnov vseh pravokotnikov je

217}(771) =¢e, UP; D R.
(ii) Daljica v R? ima volumen (t.j. plog¢ino) 0.
(7i7) Rob kvadra P ima volumen 0. O

V analizi I smo pokazali, da so zvezne funkcije na zaprtem intervalu integra-
bilne. Uporabili smo enakomerno zveznost take funkcije. Enako dokazemo; ¢e
je f zvezna funkcija na zaprtem kvadru, je f integrabilna. Dokazali smo tudi,
Ce ima omejena funkcija konéno mnogo tock nezveznosti na zaprtem intervalu,
je taka funkcija tudi Se integrabilna. Kako dale¢ od zvezne funkcije je lahko
dana funkcija na zaprtem kvadru P, da bo Se vedno integrabilna? Vemo, da ¢e
je preveC nezvezna, npr. karakteristi¢na funkcija y 4 Stevne mmnozice A C P, ki

je v P povsod gosta, potem taka funkcija ni integrabilna.

Brez dokaza navedimo naslednji izrek.

Izrek 28 (Lebesgue) Naj bo f omejena funkcija na kvadru P. Tedaj je f
integrabilna na P natanko tedaj, ko ima mnoZica tock nezveznosti funkcije f

mero 0.
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Opomba: Tocka nezveznosti je tocka, v kateri funkcija ni zvezna.

Posledica 10 Omejena mnozica A C R™ ima volumen natanko tedaj, ko ima

njen rob volumen 0.
Dokaz: Rob mnozice A je kompakten, t.j. zaprt in omejen. Vlozimo A v

kvader P in si oglejmo na tem kvadru karakteristi¢no funkcijo mnozice A, t.j.

1, ze A
0; x=¢A

xa(r) =

Tocke nezveznosti funkcije x4 so natanko tocke roba d.A. Ce tocka a ni v robu,
t.j. a € P\ 0A, je a ali v notranjosti A ali v zunanjosti A. V prvem primeru
obstaja Se neka okolica U(a), ki je vsa A. Torej je vrednost funkcije v celotni
okolici tocke a identi¢no enaka 1, torej zvezna. V drugem primeru obstaja Se
neka okolica W(a), ki je vsa v P\ A. Torej je vrednost karakteristi¢ne funkcije
v W(a) povsod enaka 0 in je x4 v a zvezna. Ce je a € OA, je lahko a € A, tedaj
je xa(a) =1, ali pa a ¢ A, tedaj je x4(a) =0. V poljubni majhni okolici U(a)
so tocke iz A in tocke, ki niso v A. Z drugimi besedami; v poljubno majhni
okolici tocke a, funkcija x4 zavzame vrednosti 0 in 1, zato v a ne more biti
zvezna.

Po Lebesguevem izreku ima A volumen, t.j. x4 je integrabilna na P natanko
tedaj, ko ima d.A mero 0, kar pa je zaradi kompaktnosti 9.4 natanko tedaj, ko

ima 0A volumen 0. O

Ne pozabimo: Mnozica S ima volumen 0 natanko tedaj, ko jo je mogoce za

vsak £ > 0 pokriti s konéno kvadri s skupno prostornino manjso od ¢.

Posledica 11 Naj bo A C R"™ omejena mnoZica, ki ima volumen. Omejena
funkcija f : A — R, ki ima konéno ali Stevno neskoncéno tock nezveznosti, je

integrabilna na A.

Dokaz: Naj bo A C P, P kvader. Definiramo

- flx); zeA
0; z¢ A
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Vsaka tocka nezveznosti funkcije f je totka nezveznosti funkcije f. Poleg tega
ima f lahko Se totke nezveznosti na d.A. Torej so totke nezveznosti funkcije f

vsebovane v

OAU {tocke nezveznosti [},

0A ima volumen 0, torej ima mero 0, mnozica tock nezveznosti je Stevna, torej
ima mero 0. Torej ima tudi unija mero 0. Zato je mnozica tock nezveznosti
funkcije f mnozica z mero 0. Po Lebesgueovem izreku je f integrabilna na P,

torej integrabilna na A. |

Izrek 29 Naj bo A omejena mnozica in [ : A — R integrabilna funkcija (torej

omejena). Tedaj velja:
(a) ¢eima A mero 0, je [, f(x)dx = 0.

(b) ce je f(x) > 0 za vse x € Ain [, f(x)dz = 0 ima mnozica {x € A :

f(x) # 0} mero 0.

Dokaz: (a) Naj bo A C P, P kvader. Na P\ A postavimo f = 0. Funkcija f
je omejena, t.j. obstaja M, da je |f(x)] < M, x € P. Naj bo D delitev kvadra
P na Py, Pa,...,Pn.
N
s(f.D) =) inf f(x) v(P;)

— zeP;
=1

<MY inf xale) - v(P),
i=1

sajje f(x) = xa(x)f(x) < Mxa(z), kjer je x4 karakteristicna funkcija mnozice
A.

Ce je inf,ep, xa(x) # 0, to pomeni, da je P; C A, kar pa ne more biti, saj
ima A mero 0, P; pa ima mero v(P;) # 0. (Mera 0 pomeni ,tanko mnozico”.)
Od tod sledi, da so vsi sumandi na desni enaki 0 in zato s(f, D) < 0. Ker je

sup f(z) = — inf (- f(2)),

zEP; zEP;
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je

Zsupf Pi)

i—1 T€Pi

= —Z inf ( ) - v(Pi)

zEP;

—s(—f,D).

Enako kot prej je s(—f,D) < 0, zato —s(—f,D) = S(f,D) > 0. Dobili smo

torej

S(f;P) =0 = s(f,D).

Ker je f integrabilna, je S = inf{S(f,D)} = sup{s(f,D)} = s. Sledi S =s =0.

To pa pomeni [, f = 0.

(b) Naj bo sedaj f > 0in [, f =0. Za vsak m € N naj bo A, = {z € A:
f(x) > 1/m}. Pokazemo, da ima vsaka A,, volumen 0. Naj bo £ > 0. Ker je
J 4 f =0, obstaja delitev D kvadra P tako fina, da je S(f,D) < ¢/m. Naj bodo
P1,Po, ..., P tisti kvadri te delitve, ki se sekajo z A,,. Tedaj je

:nZv <Zsupf Pi) < e/m.

=1 =1 2€P;

Na kvadrih P;, ki sekajo A, je sup,ep, f(z) > 1/m. Ce primerjamo levi in
desni del zgornjega izraza, dobimo Zle v(P;) < e.
Sklep: Za vsak € > 0 smo znali A,,, pokriti s konéno mnogo kvadri, s skupno

prostornino manjso od e, torej je v(A,,) = 0. Torej ima A,, mero 0. Mnozica
{z:f(2)>0}= U {a: f(2)>1/m}= U An

je potem Stevna unija mnozic z mero 0 in zato ima mero 0. 0

Najbolj preprost primer mnozice, ki ima volumen, je kvader. Ce je f zvezna

funkcija na zaprtem kvadru P, je f na P omejena, torej je integrabilna.



3.1. LASTNOSTI INTEGRALA 113

Zgled: Dokazi, da je f integrabilna na A.
sinz + sin 2; 0
flz,y) = w7

sinz; y =0,
A={(z,y): 22 +y? < 1}.
Funkeija f je omejena, saj za vsaka «, 8 € R velja |sina| < 1 in |sina +
sin 8| < 2, torej |f(z,y)] < 2. Mnozica A je omejena in ima volumen. Tocke
nezveznosti lezijo vse v mnozici (—1,1) x {0}, ki ima mero 0, zato je f res

integrabilna. O

3.1 Lastnosti integrala

Izrek 30 Naj bosta A,B omejeni podmnozici iz R™, ¢ € R in f,g : A — R

integrabilni. Tedaj je

(a) f+ g je integrabilna na A in velja

AU+@=Afng

(b) cf je integrabilna na A in velja

A@ﬂzgﬁf

(¢) Ceje f(z) < g(z) za vse x € A, je

o<l
IREAL

(e) Ce ima A volumen in je m < f(x) < M, za vse x € A, je

(d) |f] je integrabilna in je

m-v(A)S/AfSM-v(A).

(f) Ce je A kompaktna povezana mnoZica z volumnom in f zvezna na A,

obstaja xo € A, da je

/fzﬂmywm.
A
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(9) Najbo tudi f : AUB — R in A, B taki, da so f|a, f|s in f|anp integrabilne

funkcije in ima AN B mero 0. Tedaj je f integrabilna na AU B in velja

Ju? = L5 )7

V znatno skromnejsem obsegu smo lastnosti (a)-(g) spoznali ze pri Analizi I.

Dokaz: Integrabilnost f na A pomeni: A vlozimo v kvader P, razsirimo f na
P\Az0. Ce je razdirjena funkcija integrabilna na P, pomeni da je f integrabilna
na A, torej [, f = [, f. Enako seveda velja za g.

(a) Naj bo ¢ > 0. Ker je f integrabilna, obstaja 6’ > 0, da za vse delitve
D’ kvadra P na kvadre s stranicami krajsimi od ¢’ in za vse izbire tock z, € P}

velja
N/
/ !/ €
> ftelyelP) - |1<5

Ker je g integrabilna, obstaja 6” > 0, da za vse delitve D” kvadra P na kvadre
s stranicami kraj$imi od §” in za vse izbire tock z/ € P/ velja

N

1 1 €
Do otatPl) - [ o) <5

Naj bo 6 = min{d’, §”}. Tedaj za vsako delitev D s stranicami krajsimi od ¢ in

za vsako izbiro tock x; € P; velja

i=1 A
N N
< [ f(P) - /A 1+ [ stwP) - /A g
< % + g =E€.

Torej je f + g integrabilna na P, t.j. integrabilna na A, in je njen integral enak

fAf+nga t.J. f_A(f+9) :fAf+ng~
(b) podobno kot (a).

(¢) Naj bo f(x) < g(x) za vse z € A. Tedaj je za vsako Riemannovo vsoto

N N
Z f(zi)v(Pi) < Zg(xi)v(ﬂ-).
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V limiti dobimo [, f < [, g.

(d) Ker je f integrabilna na P, ima mnozica tock nezveznosti funkcije f
mero 0. Zato ima mero 0 tudi mnozica tock nezveznosti funkeije | f|, saj ¢e je x
tocka nezveznosti | f], je ista tocka nezveznosti funkcije f. Podmnozica mnozice
z mero 0 ima spet mero 0. Po Lebesgueovem izreku je |f| integrabilna. Velja

—|f(2)| < f(z) <|f(x)] za vsak x € P. Zato iz tocke (¢) sledi

I REI N
IR EYNL

() m < f(z) < M za vsak € A. A ima volumen, torej obstaja [, 1 =

in kon¢no

Jp xa =v(A). Zato po prejsnjem

IREYREYRL
mfi< [ r<arfa

m-v(A)S/AfSM-v(A).

od koder sledi

oziroma,

(f) Naj bo f zvezna na A in A kompaktna, povezana mnozica z volumnom.
Pokazati moramo, da obstajazo € A, daje [, f = f(z0)v(A). Cejev(A) =0ni
kaj dokazovati, saj je fA f=10. Naj bo torej v(A) # 0. Tedajizm < f(z) <M

za vsak © € A sledi po tocki (e)

1
mgvuo/AfSM'

Ker je A kompaktna in povezana, f na njej zavzame vse vrednosti med m =
minge 4 f(x) in M = maxzea f(z), zm in M vred. Torej zavzame tudi vrednost

1/v(A) [, f, t.j. obstaja xo, da je

1
f(xo)zm/Af-

(9) f: AUB = R, AN B ima mero 0. f|a, f|g in f|anp so integrabilne
funkcije. Vlozimo A U B v kvader in razsirimo f z 0 na P \ (AU B). Naj bo



116 POGLAVJE 3. RIEMANNOV INTEGRAL V RY

fi=f-xa fo=f -xsin f3=f xans. Po predpostavki so vse tri funkcije
integabilne na A U B in

AuB fl - /.A f’ AuB f2 - /l’)’f’ AuB f3 N AnB f

Na AUB pa velja f = f1 + fo — f3. Od tod po pravilu (a) sledi splosna formula,

ki velja ¢e AN B nima mere 0

Juw? =L )7 Lo

Ce pa AN B ima mero 0, je Jani f =0, zato

Jut = L0 Lt

3.2 Fubinijev izrek

Izrek 31 (Fubini) Naj bosta A C R"™ in B C R™ kvadra in naj bo funkcija
f integrabilna na kvadru A x B. Pisimo f(x,y), x € Ainy € B. Za vsak
z € A definiragmo [ : B — R, s predpisom f.(y) = f(z,y) in za vsak y € B
definirajmo f, : A — R, s predpisom f,(x) = f(z,y).

Ce je funkcija f, integrabilna za vsak x € A, tedaj je

[ ey = /,4 ( /B f(z,y)dy> dz.

Podobno za funkcijo f,, ki je integrabilna za vsak y € B,
[, y)dady = / (/ f(m,y)d:v> dy.
AxB B A
Opomba: f; je funkcija y — f(z,y) in f, je funkcija x — f(x,y). Precizneje:

f(xl,xz,...wn) : (yhy?a .. ,ym) = f(1'1,$2, sy Ty Y1, Y2, - aym)

f(yl,yz,...7ym) : (1‘171'2, s ,zn) = f(l’l,l'g,. s Ty Y1, Y2, - 7ym)

Se enkrat se spomnimo na razliko med n-ternim in n-kratnim integralom.
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Dokaz: Naj bo f, integrabilna za vsak = € A. Naj bo g(z fB fa(y)dy za

z € A. Pokazati moramo, da je g integrabilna na A in da je ng = [uxnl
Naj bo Ay, As, ..., A, delitev kvadra A in By, B, ..., B, delitev kvadra 5.

Kvadri P;; := A; x B, i € {1,2,...,p}, j € {1,2,...,r} tvorijo delitev kvadra

A x B. Imenujmo to delitev D.

my; = inf x,
17 eeps f(z,y)

Mij = sup  f(z,y)
(z,9)EPij

Po predpostavki je y — f.(y) = f(z,y) integrabilna na B za vsak x € A. Torej,
cejec;, € Ay, i €{1,2,...,p}, je

g9(ci) = / flei,y)dy
B
=3 [ sty

j=175i

Ker je ¢; € A; in y € B;, je potem
mij < f(ei,y) < Mij.
Ce integriramo po B;, dobimo
my - o(B) < [ flew sy < My o(B,),
j

za vsak ¢; € A;, i € {1,2,...,p}, j € {1,2,...,r}. Pomnozimo z v(A;),

upostevamo v(B;) - v(A;) = v(P;;) in sestejemo po indeksu j. Sledi

Zmij ’ U(Pij) < Z (/ f(cmy)dy) : < ZM” ' 7,]
j=1 j=1 \’/Bi
Sestejemo Se po indeksu 4. Sledi
P
=Y myj - v(Py) <Y glei)o(Ay) < ZMu -v(Pij) = S(f, D).
ij i=1

Ker je po predpostavki f na A x B integrabilna sta leva in desna stran poljubno

blizu I = [, . f, ¢e je le delitev kvadra A dovolj fina. Torej za vsak ¢ > 0
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obstaja 6 > 0, da za poljubno delitev kvadra A na kvadre Ay, As,..., Ay, s
stranicami krajsimi od 4, in poljubne ¢; € A; velja

P

> glev(Ai) 1

i=1

< €.

To pa pomeni, da je funkcija g integrabilna na kvadru A in velja

/g=1= g
A AxB

Podobno pokazemo drugo trditev. O

Posledica 12 Naj bosta A C R™ in B C R™ zaprta kvadra in naj bo f :

A x B = R zvezna funkcija. Tedaj je

[, twoists= [ ([ i) ae= [ ([ i) a

Dokaz: Od prej vemo, da je zvezna funkcija na zaprtem kvadru vedno inte-
grabilna. Torej so vedno integrabilne funkcije na kvadru A x B za vsak z € A
funkcija y — f(z,y) na B in za vsak y € B funkcija  — f(z,y) na A. Pred-
postavke Fubinijevega izreka so torej izpolnjene, vsi integrali obstajajo in so

med seboj enaki. O

Naj bo g zvezna funkcija na zaprtem kvadru P v prostoru R"~!. Tedaj je
graf, t.j. {(x,¢g(z)): x € P} mnozica v R™ z volumnom 0.

Razlaga: zvezna funkcija g je na zaprtem kvadru vedno enakomerno zvezna.
Torej za vsak ¢ > 0 obstaja 6 > 0, da iz |z; — z2| < J, x1,22 € P, sledi
l9(z1) — g(z2)| <e.

Naj bo € > 0. Pois¢imo 6, da bo iz |z1 — z2| < § sledilo |g(z1) — g(x2)] <
e/v(P). Razdelimo kvader P na kvadrcke s premeri, manjsimi od §, (premer
kvadra pomeni telesno diagonalo). Razdelitev: Pi,Pa,...,Pn. Na vsakem od
teh kvadrov je razlika med najvecjo in najmanjso vrednostjo funkcije manjsa od
e/v(P). To pa pomeni, da za vsak i € {1,2,..., N} obstaja interval Z;, dolzine
e/v(P;), da je f(P;) C Z;. To pa pomeni, da je {(z,g(z)) : € P;} vsebovan v
kvadru P; x Z;, katerega prostornina je v(P;)e/v(P). Celoten graf torej lahko

pokrijemo s kvadri P; x Z;, i € {1,2,..., N}, s skupno prostornino, manjso od
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Zﬁvzl v(P;)e/v(P) = v(P)e/v(P) = e. Torej je graf mnozica v R", z volumnom

0 in zato mero 0.

Posledica 13 Naj bo P zaprt kvader v R"~1 in @, : P — R zvezni funkciji,
za katere je p(x) < (), za vsak x € P. Naj bo A = {(z,y) : x € P,p(x) <
y <(x)}. Najbo f: A— R zvezna funkcija. Tedaj je

|- ( L Tj)f(x,y)dy> .

Y
b
Q My
A
o(z)
/—0-\/

S~ x
P

Slika 3.9: Skica v dveh dimenzijah

Dokaz: Funkciji ¢, sta zvezni na zaprtem kvadru P, zato sta tam omejeni,
torej obstajata stevili a,b, da je a < p(z) < ¥(x) < b za vsak x € P. Tore]

lahko nase obmocje A vlozimo v kvader

Q="P x [a,b]

={(z1,22,...,2n) : (1,22,...,Tp_1) €EP, a <z, < b}.

Mnozica A je zaprta in omejena, saj A C Q, torej kompaktna. Funkcija f pa je
na A zvezna, torej na A omejena. Razsirimo funkcijo f z mnozice A na ves Q
tako, da postavimo f(x) = 0, ¢e je x € Q\ A. Tako dobljena funkcija je omejena
na kvadru Q in zvezna povsod, razen morda na ,spodnjem” {(x, p(z)) : € P}
in ,zgornjem” robu {(z,%(x)) : x € P}. Obe mnozici pa imata po zgornji
diskusiji mero 0, zato je po Lebesgueovem izreku f integrabilna na @ = P X |[a, b].
Ce je € P, je funkcija y — f(z,%), definirana na [a,b], omejena in zvezna

povsod, razen morda v tockah ¢(x) in ¢ (). Po Lebesgueovem izreku (ali morda
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kar iz Analize I) je torej y — f(x,y) integrabilna za vsak x € P. Po Fubinijevem

/Qf=/7;</abf(x,y)dy> dz.

Seveda pa je za vsak x € P

izreku je

b w(z) P(x) b
/‘ﬂ%yﬂy=/‘ f@wﬂy+/‘ f(x,y)dy + [z, y)dy
a a %]

(z) ¥ (@)

b ()

=/. f(z,y)dy,
o(x)

saj razsirjena funkcija f na [a, p(z)] in [¢(2),b] identi¢no enaka 0. Sledi torej

|- ( L T()) f(ay)dy) dz.

Zgled: Izracunajmo integral

//(x2 + xy)dxdy,

P

P={(r,y):3<2<5,2<y<4}.

=N W e @
~

Slika 3.10: Skica za zgled 1

Integrand je elementarna funkcija, ki je povsod zvezna. Uporabimo Fubinijev
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izrek.

(2% + xy)drdy = | 4(x2 + zy)dy| dx
/s 3 LJ2

y=4

5 Y2
= / {ny + x—} dx
3 2 y:2

5
16 4x
= 4o — 222+ — — = |d
/3(:10 x—l—z 2):10

5
:/ (227 + 62)dx
3
9 3 r=>5
- [i n 34
3 r=3
253

3
340

3

233

+3.5% —3.32

Opomba: Enako bi dobili, ¢e bi vzeli

(22 + 2y)drdy = ' 5(x2 + ay)dz| dy.
[ |

O

Zgled: Naj bo A trikotnik, omejen s premicami z = 0, y = 2 in y = x/2.

//(952 + zy)dxdy.
A

Resevali bomo na dva nacina:

(1) P=10,4], ¢(x) =3, x)=2

Izracunajmo

N <

Slika 3.11: Skica za zgled 2
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4T o)
//(x2 + zy)dxdy = / / (2% + zy)dy | dz
o 0 |Je(@)

_ 223 9 524717
N [T - 3_2L_0
2 43 42 5-44

3 32
_ 956
3

i
72

4

Zgled: Izracunaj

///(:v + vy + z)dzdydz,
A

kjer je

A={(z,y,2) 1 2x* +y°) <z <4(a® +y?), 3< 2 <5, 4 <y <6}
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w2
<
~
&
S
=

Izrac¢un:

dxdy

¥(z,y)
///(x+y+z)da:dydz:// / (x+y+2)dz
a4 s o(@,y)

Az +y?)
= // / (x+y+2)dz
g 2(z?+y?)

dxdy

dxdy

2 ] z=4(z>+y?)

—//-xz—i— z—l—z—
= i y 2

s z=2(z2+y?)
= // (6954 + 223 + 12y2%22 + 2y2? + 2% + 6y + 2y3) dxdy
P

r=>5

6 5 4 3
6z T 2yzx
- / T a2 r eyt 20t dy
L 15 T2 3 L

6
196y 18652
::][ <12y44-4y34—408y24-—7;£~+-—7§——> dy
4

[12y5 v=6

+

4 3
—— 136
+y* 136y + — -

5

690464
15

98y 18652y}

y=4

Naj bo sedaj D odprta mnozica v R*~! in naj bo f zvezna funkcija na D.

Tedaj ima graf
L(f)={(z f(z)) : 2 € D}
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mero 0 v R™. D vedno lahko zapiSemo kot Stevno unijo zaprtih kvadrov P;

(premisli, kako), torej je
L(f) = U {(z, f(x) : x € P;}.

Za slednje mnozice pa ze od prej vemo, da imajo vse volumen 0, torej ima T'(f),

kot Stevna unija mnozic z mero 0, spet mero 0.

Posledica 14 Naj bo D C R"~!' omejena odprta mnoZica z volumnom. Naj
bosta na D definirani omejeni zvezni funkciji ¢, 1, za kateri velja p(x) < 1(x)
za vsak x € D. Naj bo A = {(x,y) : (z) <y < ¢Y(z), © € D} in naj bo f

omejena zvezna funkcija na A. Tedaj je f integrabilna na A in velja

oAl o]

Slika 3.13: Skica v treh dimenzijah

Opomba: V prejsnji posledici je bil D kvader.

Dokaz: Ker sta ¢ in ¢ omejeni, obstajata a,b, da je a < ¢(x) < ¥(x) <
b, z € D. Obmoéje D vlozimo v kvader P C R* ! in tako A vlozimo v kvader
Q C P x|a,b]. Funkcijo f razsirimo do f na Q tako, da jo na Q\ A postavimo na
0. Razsirjena funkcija f ima tocke nezveznosti kve¢jemu na robu mnozice A, t.j.

ali na mnozici {(z,y) : © € 9D, a < y < b}, ki ima mero 0 v R”, saj ima (ker ima
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D volumen) D volumen 0 v R"~! ali pa na uniji grafov {(z,¢(z)) : = € D},
{(z,¢(x)) : « € D}, ki imata oba mero 0, saj sta ¢ in 1 zvezni funkciji. Tore;
je f po Lebesgueovem izreku integrabilna na Q in zato tudi integrabilna na A.

Pri f na Q uporabimo Fubinijev izrek. Dobimo

L1
- /P [ / bf<x,y>dy1 da
:/D [/abf(x,y)dy] d,

saj je f(x,y)) =0, ¢e = ¢ D. Zato notranji integral fab f(z,y)dy =0, ce x ¢ D.

/D [/ab f(x,y)dy] da =/D l/::) f(x,y)dy] dx,

saj je pri fiksnem xz € D

3.3 Zamenjava spremenljivk (substitucija) v in-

tegralu

Iz Analize T se spomnimo: naj bo f zvezna na [a,b] in ¢ zvezno odvedljiva
funkcija, ki interval [a, 8] preslika bijektivno na interval [a, b] tako, da je ¢(a) =

a in o(8) = b. Tedaj je
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V tem primeru je ¢’ (t) > 0. Ce bi bila ¢/ (t) <0, torej p(a) = b in p(B) = a, bi

dobili
b
/fmw:

a

B

—

Q

f(x))dx
) - ¢ @t
8

(
(= ris
f .

(o) - (— &' (1))dt,

Q

pri tem je —¢/(t) > 0. Obe formuli skupaj bi lahko zapisali: Ce je ¢ : T =

[a, B] =@ (Z) = [a, b] zvezno odvedljiva, je potem

mezéuowwd.

Trditev 10 Naj bo A C R™ omejena mnozica z volumnom in naj bo f : A — R

integrabilna na A. Tedaj je f|imt 4 integrabilna in velja

J7= Just

Opomba: Z Int A smo oznacili notranjost mnozice A.

Dokaz: Ker ima A volumen, je 0.4 mnozica z mero 0. Ker je A omejena, je 0.A
omejena zaprta mnozica, torej kompaktna in ima torej volumen 0. Ker je nasa
funkcija f integrabilna, je seveda omejena. Na mnozici z volumnom 0 je vsaka
omejena funkcija integrabilna in njen integral po njej je enak 0. (Iz Darbouxovih
vsot pri dovolj fini delitvi S — s < ¢)

d(Int A) C 0A, ki pa je mnozica z mero 0, saj ima A volumen. Torej je
Jd(Int A) tudi mnozica z mero 0, torej ima Int.A tudi volumen. Funkcija f je
integrabilna na A, torej ¢e f razsirimo z 0 na kvader P, ki vsebuje A ima
mnozica tock nezveznosti razsirjene funkcije mero 0, saj je razSirjena funkcija
integrabilna na P.

Naj bo N' = N7 U N>, kjer je N7 mnozica tock nezveznosti, ki so v Int.A
in N, mnozica tock nezveznosti, ki so v 9.A. Ce fint 4 razsirimo izven Int A z
0, ima razsirjena funkcija mnozico tock nezveznosti v A in na d(Int.A) C dA.
Obe, Ni in OA imata mero 0. Prva zato, ker je f integrabilna na A in ima

zato po Lebesgueovem izreku njena mnozica tock nezveznosti mero 0. Za 0.A
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pa ze vemo od prej, da ima mero 0. Po Lebesgueovem izreku sledi, da je f|ms .4
integrabilna na Int A. Razen tega, ker je A\ Int A C dA, ki ima volumen 0,

ima tudi A\ Int A volumen 0. Iz lastnosti integrala sledi,

JI= bt !
s

Pri Analizi I smo imeli f(p(I) [ = [;(fop)-|p|. Sedajbomo ta izrek posplosili.

Naj bo A odprta mnozica v R"™. Naj bo preslikava g : A — R™ diferenciabilna.

Pisimo: 9 9
g1 g1
2, () Dz, ()
(Dg)(x) = E :
dgn dgn
8—x1($) oz (x)
kjer g = (91,92, ---,9gn). Determinanto te matrike imenujemo Jacobijeva de-

terminanta in piSemo

(Jg)(x) := det ((Dg)(x))

oziroma

8(91,92,...,gn) .
By o) @) = et (D9) (@)

Izrek 32 Naj bo A C R™ odprta mnoZica z volumnom # 0 (torej omejena)
ing: A— R"™ zvezno diferenciabilna injektivna preslikava. Naj bo (Jg)(x) #
0 za vse x € A in naj bo funkcija x — (Jg)(x) omejena na A. Oznacimo
B = g(A) = {g(x) : x € A} in predpostavimo, da ima B volumen. Za vsako
integrabilno funkcijo f : B — R je tedaj funkcija x — (f o g)(z) - |(Jg)(z)]

integrabilna na A in velja

/Bf=/A(fog)ng|

= [ U@ @),
A
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torej

/f(yl,...,yn)dyl...dyn:/f(gl(xl,...,xn),...,gn(xl,...,zn))-
B A

A(Jg) (@1, xn)|dey .. dey,

Opomba: Formula fg(A) f = J4(fog)lJg| je torej enaka kot pri funkeiji ene
spremenljivke, le absolutna vrednost odvoda se zamenja z absolutno vrednostjo

Jacobijeve determinante.

Dokaz: Dokaz najdemo npr. v knjigi M. Dobovisek: Riemannov in Lebesgueov

integral v R™. O

Opomba: Ker je mnozica A odprta in (Jg)(x) # 0 za vse z € A sledi, da se
za vsak a € A po izreku o inverzni funkciji okolica tocke a preslika na okolico
tocke g(a), saj (Jg)(a) # 0 pomeni, da je (Dg)(a) nesingularna, t.j. okolico
preslika v okolico in po izreku o inverzni funckiji torej g neko okolico tocke
a difeomorfno preslika na neko okolico tocke g(a). Torej je B spet odprta in

preslikava g : A — B = g(A) je difeomorfizem.

Posledica 15 Naj bo D C R™ odprta mnozica in g : D — R™ wnjektivna
preslikava razreda C'. PFunkcija x — (Jg)(x) naj bo omejena na D. Naj bo
(Jg)(x) # 0 za vsak x € D. Naj bo B = g(D) in naj imata D in B volumen.
Naj bo tudi A C B mnoZica z volumnom in f : A — R integrabilna funkcija.

Tedaj je
o Jg)| = .
/gl( )(f 9)|(J9)| /f

Opomba: Ce je A = B, dobimo zgornji izrek.

Dokaz: Mnozica B je po izreku o inverzni preslikavi odprta in g : D — B difeo-
morfizem. Funkcijo f razsirimo z 0 na B\ A. Razsirjena funkcija je integrabilna

na B. Po formuli iz izreka velja

JRIEDIEAIE /B o
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Jasnoje [, f = [z f,sajje f=0naB\ A Kerje f=0naB\ A je fog=0
na D\ g7 '(A). Zato je

/D(fog)l(Jg)IZ/ (fo 9 (Jg)l.

g7 (A)

Od tod sledi
= o Jg)l.
/Af /gl(A)(f I(Jg)

3.3.1 Transformacija koordinatnega sistema

Radi bi dolo¢ili posamezne formule za izracun integrala pri prehodu s kartezi¢nih
koordinat na polarne, cilindri¢ne in sferi¢ne koordinate.

Polarne koordinate v ravnini

Z izrazoma x = 1 cos p, y = rsin p, kjer r € [0,00) in ¢ € [0, 27), opiSemo zvezo
med kartezi¢nimi in polarnimi koordinatami.

Jacobijeva determinanta preslikave
g:RT x [0,27) — R?

g:(r,¢) = (rcosp,rsinep)

je
ge Dz cos ¢ rsin ¢
or Dy -
Jg)(r,p) = = =r.
Va)re) 9y Oy sing  rcosg
or Dy

Ce je torej [(Jg)(r, )| =7, (g : A — B), je

/f(x,y)dxdy:/f(rcosgp,rsin(p)rdrd(p
B A

formula za izracun integrala pri prehodu s kartezi¢nih koordinat na polarne ko-

ordinate v ravnini.

Zgled: Izracunaj integral

[ @+ sy,

D
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kier D = {(x,y) : 2% +y? < 4}.
Na spodnji sliki vidimo, da se obmocje A = {(r,¢) : 0 <r <2,0 < ¢ < 27}
preslika na D, t.j. pravokotnik [0, 2] x [0, 27) se preslika na krog s srediséem v

izhodisc¢u in polmerom 2.

¥ Yy
: T
| - DT
0 2 T

Slika 3.14: Transformacija koordinat

Uporabimo zgornjo formulo in dobimo

// (x+y)dedy = //(r cos @ + rsin p)rdrdye
D A

2m 2
= / d<p/ 72 (cos @ + sin @)dr
0 0
2m '1"3 r=2
= / (cos ¢ +sin @) {—} dy
0 3 r=0
8 27
=3 / (cos + sinp)de
0

=3 [sin ¢ — cos apngﬂ

8
=-(0-1-0+1
5 ( +1)
:0_

Cilindri¢ne koordinate

Z izrazi x = rcosp, y = rsing, z = z kjer r € [0,00) in ¢ € [0,27), opiSemo
zvezo med kartezi¢nimi in cilindriénimi koordinatami v prostoru.

Jacobijeva determinanta preslikave
g:RT x[0,2m) x R — R?

g:(r,p,2) = (recose,rsing, z)
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je

ox ox ox

or ¢ 9z cosp —rsing 0
(Jg)(r, ¢, 2) = % g—z % = | sinp rcosep 0 |=T1
9z 9z Oz 0 0 1

ar  dp 0z

Ce je torej [(Jg)(r,p,2)| =71, (g: A= B),je

/f(x,y,z)dxdydz:/f(rcosgo,rsingo,z)rdrdgodz
B A

formula za izra¢un integrala pri prehodu s kartezi¢nih koordinat na cilindri¢ne

koordinate.

Polarne koordinate v prostoru (Sferi¢ne koordinate)

Z izrazi x = rcospcostd, y = rsinpcosd, z = rsind, kjer r € [0,00),
¢ € [0,27m) in ¥ € [-F, §], opiSemo zvezo med kartezi¢nimi in sferi¢nimi ko-
ordinatami v prostoru.

Jacobijeva determinanta preslikave
g:RT x [0,27) x [—g, g] S R3

g: (r,0,19) — (rcosgcosd, rsinpcosd, rsind)

je
9z Jz  Qu . .
or g 0z cospcosty —rsingcos?d —rcospsind
(Jg)(r, p,0) = % g—z % = | sinpcos?d rcospcosty —rsinpsind
9z 9z 9z sin 0 rcosv

ar 9o 0z

=72 cos 1.
Ce je torej |(Jg)(r,,9)| = r?cos¥, (g : A — B), je
/ flz,y, z)dedydz = / f(r cospcos®d, rsin p cosd, rsin¥)r? cos Vdrdpdyd
B A

formula za izracun integrala pri prehodu s kartezi¢nih koordinat na sferiéne ko-

ordinate.
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Zgled: Izracunaj integral

22 +y? + 2H)dedydz
( y y )
D

kier D = {(z,y,2) : 2% + y? + 22 < 4}.

Obmocje A = {(r,p,9) : 0 <r <2,0 < <271, —F <9 < I} se preslika
na D, t.j. kvader [0,2] x [0,27) x [~F, §] se preslika na kroglo s srediséem v
izhodis¢u in polmerom 2.

Uporabimo zgornjo formulo in dobimo

///(x2 + 9% + 2?)dadydz =
D

= ///(7‘2 cos? g cos? ¥ + 12 sin? p cos® ¥ + 17 sin® ¥)r? cos drdpdd
A

= /// 4 cos Vdrdpdd
A
5 2m 2

:/ dﬁ/ d<p/ r* cos Vdr
- 0 0

r=2

! 27 T5
:/ d19/ cos v [—] dy
-3 0 5 r=0

252
= 7r/ cos vdv

RERYH

3.4 Uporaba dvojnega in trojnega integrala v
geometriji in fiziki

3.4.1 Plos¢ina obmoc¢ja v ravnini

Naj bo D obmog¢je v ravnini z volumnom, t.j. plos¢ino. Plos¢ina obmocja D je

p(0) = [[ 1dody
D
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Zgled: Izracunaj plos¢ino obmocja v ravnini
D ={(z,y) : 2* +y* < R*},

t.j. kroga s polmerom R. Namig: uporabi polarne koordinate.

p(D) = // 1dzdy
D
2 R
z/ d<p/ 1-rdr
0 0

2 2
R
O 2

|:R2 :|27T
= |5 %
2 0
= R?

3.4.2 Masa plosce

Na z-y ravnini je polozena plosca, ki ravno pokrije obmocje D, ki je omejeno z
volumnom. Masa je porazdeljena po ploséi s ploskovno gostoto p(z, y). Funkcija

p naj bo omejena, nenegativna in zvezna.

Y

Slika 3.15: Masa plosce

Razdelimo ravnino na pravokotnike. Gledamo tiste, ki so znotraj obmocja
D. Masa i-tega pravokotnika je priblizno p(z;,y;) - ps, pri tem je (z;,y;) tocka

v pravokotniku, p; pa njegova plos¢ina. Priblizek za maso je

n
m~ Y pl@iyi) - pis
i=1
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kjer je n Stevilo pravokotnikov znotraj obmocja D.

Finejsa delitev pomeni boljsi priblizek. V limiti pa dobimo tocno vrednost

m = // p(x,y)dxdy.
D

3.4.3 Tezisce plosce

Za maso.

Plosco aproksimiramo s tockastim sistemom mas. Masa i-tega pravokotnika je
priblizno enaka p(z;,y;) - p;. Tezisce takega sistema mas je tocka (xr,yr), ki jo
dobimo iz enach .

in - p(Ti, i) - pi
_ =1

xrrT P

> ol i) - pi

i=1

in

n
> i plwi,yi) - pi
_ i=1

yr

n bl
Z P(i% yz) *Pi
i=1
saj iz momentnega pogoja sledi > x;m; = x> . m; in Y ym; =yry . mi. V

limiti (finejsa delitev) dobimo

o /D/LE - p(, y)dredy ) % //I v
x,y)dxd
4 / p(x,y)dzdy

D

. é/ y - p(z,y)dzdy ) % // o
z,y)dxd
4 / p(x,y)dxdy

D

3.4.4 Vztrajnostni momenti plosce

Priblizek za vztrajnostni moment glede na z-os je

n
> i@, ) - i,
=1
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pri ¢emer je p(z;,y;) - p; masa i-tega pravokotnika.

DPi

(wiayi)

Slika 3.16: Vztrajnostni moment plosce

V limiti dobimo

Jo = //y%(x,y)dwdy.
D

Podobno velja tudi za vztrajnostni moment glede na y-os.

Jy = // 22 p(z, y)dxdy.
D

Priblizek za vztrajnostni moment plosce glede na z-os pa je

n

Z(xf +y7)p(xi, i) - pi-

i=1

V limiti dobimo

J. = //(4’32 +y?)p(x, y)dady.

D

3.4.5 Prostornina telesa

Naj bo D obmog¢je v prostoru z volumnom. Volumen obmoc¢ja D je

(D) = / / / \dadyds.
D

Zgled: Izracunaj prostornino obmocja v prostoru

D= {(2,y,2): 2* +y* + 22 < r?},
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t.j. krogle s polmerom r. Namig: uporabi polarne koordinate.

/// ldxdydz

D
/2 27 r

:/ dﬂ/ d@/ 172 cosddr
—r/2 0 0

/2 27 3
= / dﬁ/ — cos Vdyp
—m/2 0 3

w/2 3
:/ 2mr cos vdv

v(D)

—m/2
9y /2
= [ ik sinﬁ]
—7/2
_ 473
3

3.4.6 Masa telesa

Dano je telo D v prostoru (omejeno, z volumnom). Masa je porazdeljena po
telesu z volumsko gostoto p(z,y,z). Funkcija p naj bo omejena, nenegativna
in zvezna. Podobno kot v ravnini razdelimo telo na kvadre s prostorninami
V1,V2,...,Un. V i-tem kvadru izberemo tocko (x;,y;,2;). Priblizek za maso

i-tega kvadra je
n
m~ Zp(ﬂfiayiyzi) " Vi,
i=1

kjer je n Stevilo pravokotnikov znotraj obmocja D.

Finejsa delitev pomeni boljsi priblizek. V limiti pa dobimo to¢no vrednost

m = /D// p(x,y, z)dxdydz.

3.4.7 Tezis¢e obmocja v prostoru

Za 1maso.

Tako kot v ravnini aproksimiramo telo s tockastim (,kvaderckastim”) sistemom

mas. Masa i-tega kvadra je priblizno enaka p(z;,y:, z;) - v;. Tezisce takega
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sistema mas je tocka (T, yr, 21), ki jo dobimo iz enach

n
in '/J(xi,yi,zi) * Vg
_ =1

T = n )
Zp(xiayi,zi) Ui
i=1
n

Zyi p(Tis Yis 2i) - i
i=1

yT = n
Zﬂ@myi,zi) U
i=1

in
n
Z 25 P(%‘,yi, Zz) Vg
i=1
zp =

- n
Zp(wi,yuzi) Ui
i=1

saj iz momentnih pogojev sledi > a;m; = xr > m;, D yim; = yry.m; in

S zim; = zr Y m;. V limiti (finejsa delitev) dobimo

///x -p(x,y, 2)dedydz

rT = P l///xp(x,y,z)dxdydz,
] stov2rdotvaz 70

D

///y-p(x,y,Z)dxdydz
yr = -2 = i///y-p(ﬂc,y,Z)dwdydz
[[] otwv 1oty
D

in

///z - p(x,y, 2)dedydz
op = -2 = S ///z cp(z,y, 2)dedydz.
[[] stov 2rdotyaz "
D

Vztrajnostni momenti teles

Priblizek za vztrajnostni moment telesa okrog z-osi:

Z(yf +27)p(xis yis i) - i,



138 POGLAVJE 3. RIEMANNOV INTEGRAL V RN

kjer sta y; in z; koordinati oddaljenosti tocke (25, y;, z;) od a-osi in p(a;, yi, 2:)-v;

masa i-tega masnega delcka. V limiti dobimo

Jp = ///(y2 + 29 p(z,y, 2)dxdydz.
D

Podobno velja za vztrajnostni moment okrog y in z osi.

Jy = /D//(:lc2 + 28 p(2,y, 2)drdydz
J, = ///(z2 +y*)p(x,y, 2)drdydz
D

Opomba: Tako pri plosc¢ah, kot tudi pri telesih, veljajo te formule za inte-
grabilne funkcije, ne samo za zvezne. Tak primer nezvezne porazdelitve gostote

vzdolz materiala je npr. krogla, sestavljena iz polkrogel iz razlicnih materialov.

3.5 Posploseni Riemannov integral

Kako (morda) definirati integral fD f, ¢e je obmocje D neomejeno, ali ¢e funkcija
f ni omejena? Tedaj obicajni Riemannov integral ne obstaja.

Definirajmo izraz ,,skoraj povsod”, t.j. povsod, razen na mnozici z mero

Definicija 34 Naj bo D C R™ mnozica, katere rob ima mero 0. Najbo f : D —
R funkcija, zvezna povsod na D, razen morda na mnoZici z mero 0, t.j. zvezna
skoraj povsod na D. Razsirimo f na ves R™ tako, da jo izven D postavimo na 0.
Razsirjena funkcija je tedaj zvezna skoraj povsod na R™. Definirana je povsod

na R™, ni pa nujno omejena.

Naj bo

P ={x€R": f je neomejena v vsaki okolici tocke x}.

Mnozica P vsebuje vsa svoja stekalisca, torej je zaprta. Vsebovana je v mnozici
tock nezveznosti funkcije f. Torej ima mnozica P, kot podmnozica mnozice z
mero 0, mero 0. Jasno je R™ \ P odprta mnozica.

Naj bo K mnozica vseh kompaktnih mnozic K z volumnom (kompaktna v

R™ < omejena + zaprta), vsebovanih v R™ \ P.
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Trditev 11 Ce je K € K¢, tedaj je f integrabilna na K, t.j. obstaja f,c f

Dokaz: Mnozica K je omejena in ima volumen. Funkcija f pa je na I omejena.
Ce ne bi bila, bi obstajalo tako zaporedje {z,}, da bi veljalo |f(z,)| > n. Ker
je K kompaktna, {z,} vsebuje konvergentno podzaporedje x,, , ki konvergira
k x € K. To pa pomeni (|f(zn,)| > nk, za vse k), da je f neomejena v vsaki
okolici tocke x, torej je x € P. To pa je v protislovju s  C R™ \ P.

Ce funkcijo f izven K razsirimo z 0, ima razsirjena funkcija nezveznosti v
robu &, ki ima mero 0, saj ima K volumen in v kaksnih notranjih tockah KC, a
mnozica takih tock je podmnozica mnozice tock nezveznosti prvotne funkcije f,

torej ima mero 0. Torej je po Lebesgueovem izreku f res integrabilna na K. [J
Definicija 35 Naj bo f > 0. Tedaj definiramo

[r=m [

Opomba: To je lahko oco.

Opomba: Pravimo, da zaporedje {/C;}52; izérpa mnozico R" \ P, ¢e ima

naslednji lastnosti
(Z) K1 cIntlCy C IntICg C...,
(i) U2 K =R" \ P,

pri cemer je K; € Ky za vse j. Tako zaporedje {K;}52, je mogoce konstruirati,

ker je R™ \ P odprta mnozica. Ker je f > 0, je zato {fzcj f}321 narascajoce

ST

za vse j. Razen tega velja Se tole: Ce je K € Ky, tedaj obstaja N € IN, da je

zaporedje, saj je

K C Kn. To je zato, ker je
KCR"\P=Uj2 Int;
odprto pokritje za KC, torej zaradi kompaktnosti je

Kcull,Intk; c Ky.
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Torej je

for=cm [ s

© sup / /
n K:n,

“im [,
Kn

n— oo

(%) jasno je leva stran > od desne,

() ker je zaporedje monotono.

Obratno: Ker je vsak IC vsebovan v nekem Ky, je

/Kfé [

za nek N. Zato je leva stran zgoraj < desne strani.

Naj bo sedaj f poljubnega predznaka. Predpostavimo, da je [, [f| < oco.
Pigimo f*(z) = max{f(z),0} in f~(z) = max{—f(z),0}.

f()
fH(@)
f(x)

Slika 3.17: Funkcije f, fT in f—

Funkciji fT, f~ sta lahko nezvezni le tam, kjer je Ze f nezvezna. Velja

[f(@)] = fF@)+ f(2), zeR"

Predpostavili smo, da je [, [f| < oo, t.j. sup, [ [f| <oo,zatosup, [ fT <

oo in sup, [ f7 <oo,sajje f* < |[f[in f7 <|f| za x € R". Torej obstajata

lim ft in lim -
n— oo ]C'n, n— oo ]C'n,
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(zaradi zgornjega je sup,, = lim, ). Ker je f = fT — f~, zato obstaja

lim f = lim (ff—1)

n n

= lim ft— lim .
n—oo ’Cn n—oQ Kn

Torej, ker obstajata obe limiti na desni, obstaja lim, f/c f. Ta limita je

neodvisna od tega, kaksno zaporedje {K,,}, ki izérpa R™ \ P, izberemo.

Zakljucek: Naj bo D C R™ mnozica, katere rob ima mero 0. Naj bo f : D —
R zvezna skoraj povsod na D. Razsirimo f z 0 zunaj D. Razsirjena f je torej

zvezna skoraj povsod na R™. Naj bo P mnozica tock, v katerih f ni omejena.
P ={x € R": f je neomejena v vsaki okolici tocke '}

Mnozica P je zaprta in vsebovana v mnozici tock nezveznosti funkcije f. Iz¢rpamo

odprto mnozico R™ \ P s kompaktnimi mnozicami, da je

KiCInt Ko C Int K3 C...,

U2, K; = R™\ P.

Na vsaki K; je f integrabilna. Predpostavimo, da je sup,, [ |f| < co. Torej
obstaja lim,, f,cn f. To limito imenujemo posploSeni integral funkcije f po
mnozici D in ga oznaéimo z [, f = lim, 5o [ f. Ta definicija je dobra, saj

limita ni odvisna od izbire zaporedja KC,,.

Zgled: Izracunaj

dxdy,

7=
kjer je
D= {(z,y):2* +y* < 1}.
Funkcija f ni omejena v izhodis¢u, torej bo to posplosen Riemannov integral.
V tem primeru je funkcija nenegativna in P = {(0,0)}, t.j. samo ena tocka.

Mnozico R? \ P = R?\ {(0,0)} izérpamo s kompaktnimi mnozicami, npr. s

Ko ={@y): < V@ +P <1-3),
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kjer n € {3,4,...}. Pri izra¢unu integrala si pomagamo s polarnimi koordi-

natami.
1
————dxdy = lim / dzdy
/D /2 +y2 n—00 /.’I}2 +y
27 1—; 1
= lim dap/ —rdr
n—oo Jq L T
4
= lim (271'— —7T>
n— 00 n
=27
Torej je [ \/—dxdy = 2. O

Zgled: Izracunaj integral

1
el
D

D = {(z,y) : 2° + 9> > 16}.

kjer je

Obmogje integracije ni omejeno, torej bo to posplosen Riemannov integral.
Funkcija je nenegativna in P = (). Mnozico R? \ P = R2, podobno kot v

prejsnjem primeru, izérpamo s kompaktnimi mnozicami, npr. s

Ko ={(z,y) : 44§ < Va? +12 <n},

kjer n € {5,6,...}. Pomagamo si s polarnimi koordinatami.
/ ! dxd li ! dxd
————dxdy = lim ————dx
p @422 T st fo, @R
2w
= n11—>H;o dy [H_ 1 r—47‘d7‘

o ()

™

16

TOer jC f,D mdl’dy = % Q



Poglavje 4

Krivuljni in ploskovni

integral

Definicija 36 Gladka pot v prostoru R? je preslikava g : [a, 8] — R? razreda
Ct. Tir gladke poti je njena zaloga vrednosti, t.j. g([a, B]) = {g(t) : t € [, B]}.

Opomba: Imamo torej tri funkcije razreda C! na [a, 3], to so g1, go, g3, da je

g(t) = (gl(t)ng(t)7g3(t))7 le [0575]'

Pot. .. gibanje (fizikalni pojem), tir...sled tega gibanja (geometrijski pojem).
Spomnimo se iz Analize I, da ima lahko gladka krivulja tudi samoprese¢ne

tocke.

Definicija 37 Gladek lok v prostoru R? je tir gladke poti g : o, 5] — R3, za

katero dodatno velja:
(1) g je na [, B] injektivna, t.j. t1 # ta = g(t1) # g(t2).
(1) ¢'(t) # 0 za vse t € [a, B].

Opomba: Pogoj (ii) pomeni, da je za vsak ¢t € [a, ] vsaj eden od odvodov
gi(t)>gé(t)7gé(t) razlicen od 0. ce je T = gl(t)7 Yy = 92(t)> = g3(t) in npr.

gi(to) # 0, za nek tg € (a, ), je mogoce enacho x = g1(t) v okolici zg = g1(to)

143
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razreiti na ¢, t = () in nato dobimo y = g2(p(2)), z = g3(¢(x)). To pomeni,

da lahko koscek tira

{(91(t). 92(1), g3(t)) : t € okolice(to)}

lahko zapiSemo kot {(z,y(z), z(x)) : « € okolice(zg)}. To pa vemo kako izgleda.

Podobno velja v primeru, ko je g5(to) # 0 ali g5(to) # 0.

Opomba: Ni¢ takega pa ne bo res v tockah, kjer bi bili gi(t) = g4(t) =

g5(t) = 0. Takih pa po predpostavki ni.

Zgled: Krivulja, dana z x = 3, y = t2, 2 = 0, t € R, ni gladka v izhodiscu.

-3 -2 -1 1 2 3 %

Slika 4.1: Krivulja, ki ni gladka v izhodis¢u.

Definicija 38 Ce je £ = g(Z), T = [o, ], g pa ima lastnosti iz definicije

gladkega loka, pravimo, da je g regularna parametrizacija krivulje L.

4.1 Krivulje

4.1.1 Podajanje krivulj
Eksplicitna oblika

Naj bosta p in ¢ gladki funkciji na [a, b]. Tedaj je

L={(2,y,2) 1y =pla),z = q(x),a <z < b}
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nek gladek lok v prostoru,
x> (z,p(x),q(x))  a<z<b

je njegova regularna parametrizacija z enacbama
a<xz<b

Pravimo, da je £ dan cksplicitno, torej kot graf vektorske funkcije z — (z,p(z), q(z)).

Podobno bi lahko imeli, ¢e bi vlogo spremenljivk z, y, z zamenjali, npr.

r=p(z) w<s<b
y=q(z)
ali
z =
p(y) a<y<b
z=q(y)

Implicitna oblika

Krivulja je dana kot presek dveh ploskev, t.j. kot mnozica resitev sistema enacb

Vemo: mnozica resitev (z,y, z) sistema (%) bo lokalno gladek lok, ¢e bo v vsaki

tocki (z,y, ), kjer hkrati veljata enacbi (%), rang matrike

OF OF OF
dr  dy 9z
G 9G oG
dr Oy 9z

maksimalen, torej enak 2.

Zgled: Vzemimo
22 +y?4+22-4=0
r+y+z2=0,

t.j. sfera s polmerom 2, s sredis¢em v izhodiScu in ravnina skozi izhodis¢e. Njun

presek je kroznica. O
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Parametri¢na oblika

Parametri¢no podana krivulja

y=92(t) telaf],

z = gs(t)

kjer je g regularna parametrizacija loka £ = {(g1(t), g2(t), g3(t)) : t € [a, 8]},
tJ 91,92,93 € Cl([a7ﬁ])7 preslikava l— (gl(t)7g2(t)7g3(t)) injektivna na [a7ﬁ]
in g} (t)? + g5(t)* + g5(t) # 0.

Opomba: Regularnih parametrizacij istega loka je veliko. Npr. ce je ¢ :
[a, B] = [, B] gladka bijekeija in ¢ (t) # 0 za vse t, tedaj velja: ¢eje g : [, 8] —
R? regularna parametrizacija, je ¢ — g(p(t)), [, 8] — R3, spet regularna
parametrizacija. Velja tudi obratno: ¢e sta g, h regularni parametrizaciji loka
L, g,h: [, B] = R3, g([a, B]) = h(]er, B]) = L. Tedaj obstaja C* difeomorfizem
¢ o, B] = [, B], da je g(t) = h(p(t)) za vse t € [a, B]. ¢ je:
— ali tak, da je ¢'(t) > 0 za vse t, torej] p(a) = «, p(B) = B.
— ali tak, da je ¢'(t) < 0 za vse t, torej p(a) = 8, p(B) = a.

1. parametrizacija 2. parametrizacija

Slika 4.2: Regularnih parametrizacij istega loka je vec.

Opomba: Ce pogoj ¢'(t) # 0 ni izpoljnjen za vse t, je tir poti lahko gladka
krivulja, lahko pa tudi ne, npr. = = 3, y = 3, t € [~1,1], je gladka krivulja
medtem, ko x = t3, y = t2, t € [-1,1] pa ni gladka krivulja, glej 4.1.



4.1. KRIVULJE 147
Opomba: V parametric¢ni obliki ponavadi pisemo r(t) = (z(t),y(t),2(t)),

t € o, B

4.1.2 Dolzina loka

Naj bo £ gladek lok in g : [, 8] — R? njegova regularna parametrizacija. Kot

v ravnini (glej Analiza I), definiramo dolZino loka

B
£) = / Vo T 5007 + 6a(0)2dt

oziroma

8
- [ VEw i
= /B V()2 + g(t)2 + 2(t)2dt.

Opomba: Definicija je dobra, saj je v primeru neke druge regularne parametrizacije,

npr. h, h(t) = g(¢(t)), kjer je ¢ : [o, B8] — [ov, B8] difeomorfizem. Tore;
/ﬁ \/hl(t)2 + ha(t)2 + ha(t)2dt =
A 2 2 2
— [ V@e®)20)” + (=(e0)60)" + @ (e0) ¢(0)’at

saj
he() = gr(e(®) = hi(t) = ar(e®)@(t),  ke{1,2,3}.

Recimo, da je ¢(t) > 0 za vse t € [, 3], potem

/\/hl 2+ ha(t)? + hg(t)2dt = /\/gl ()% + 62 (1)) + g (1)) * ().

S substitucijo 7 = ¢(t), dosezemo

BT ; ; B
/ \/hl(t)2 + ha(t)? + ha(t)?dt = / V01(7)2 + ga2(7)2 + ga(7)2dr.

Ce pa ¢(t) < 0 za vse t € [a, ], dobimo — pri korenjenju in §e en — pri obratu

mej, torej isti rezultat.

Opomba: Ce je

s(t) = / VAR TG0+ 2(7)2dr

- /at #()|dr
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in 7t (x(t),y(t), 2(t)) = r(t), t € [, B], regularna parametrizacija, je s(t)
dolzina loka od totke r(a) = (z(),y(a), z(@)) do tocke r(t) = (x(t), y(t), 2(t)).

To lahko izra¢unamo za vse t, ¢t € [a, ).

=
—~
{
=

Slika 4.3: Dolzina krivulje od tocke r(a) do tocke r(t), t € [«, f].

Opomba: Seveda je

8(t) = V()2 + 9(1)? + 2(1)2,

saj 4 foi O(7)dr = D(t), ¢e P zvezna. Zgornje zato dostikrat zapisemo
ds\®_ (da\ ()" (dz\’
) \dt dt dt

(ds)? = da? + dy* + dz?,

ali pa

kar imenujemo kvadrat loénega elementa dolZine.

Opomba: Ker je parametrizacija regularna, je s : [a, 8] — [0,4(L)] strogo

naraiéajoca funkeija razreda C', saj za njen odvod velja §(t) = \/@(t)2 + y(t)2 + 2(t)2 >
0. Potem obstaja inverzna funkcija ¢ : [0,£(L)] — [a, 3], ki je spet razreda C!,

saj je §(t) # 0 za vse t. Krivuljo lahko tedaj reparametriziramo

Parameter s je naravni parameter (meri dolzino loka). Pri tem je

dr_drdt_,l T

— = ==
ds dtds s |7
torej

=1,  sel0,L)]

dr
ds
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4.1.3 Tangenta na krivuljo

Naj bo r, r(t) = (z(t),y(t),2(t)), t € [o, B, regularna parametrizacija loka
L.V toeki r(to) = (z(to),y(to), 2(to)) = (20, Y0, 20) je tangenta na krivuljo
premica skozi tocko (zg, Yo, 20) s smernim vektorjem 7(¢p). (To je limitna lega
sekante skozi tocki r(tg + h) in r(ty), ko h — 0, slika 1.3)
Enacba tangente
R =r(to) + M (to),

kier R = (X,Y,Z), r(to) = (x(to),y(to), 2(t0)), 7(to) = (2(t0), y(to), (to)) in
AreR.

4.1.4 Normalna ravnina na krivuljo

Normalna ravnina na krivuljo v tocki r(tg) je ravnina skozi r(tg), pra-
vokotna na tangento v tej tocki. Njen normalni vektor je torej 7(ty). Enacba
ravnine je torej

(R —r(to),"(to)) = 0,

kjer R = (X,Y,Z), r(to) = (x(to), y(to). 2(to)) in 7(to) = (2(t0), (to), 2(to))-

Zgled: Dana je vijacnica x = 2cost, y = 2sint, z = ¢, t € [0,2x]. Doloéi
enacho tangente in normalne ravnine v tocki (2 ¥%2,2- 1, T).

Torej: to = Z, r(tg) = (V3,1, %), #(tg) = (—2sintg,2costy, 1) = (—=1,V/3,1).
Enacba tangente: (X,Y,Z) = (v/3,1, 5) A1, V3,1), A€ R
Enac¢ba normalne ravnine: <(X, Y, Z) - (V3,1, ) (=1, V3, 1)> =0 O

4.1.5 Spremljajoci trieder (trirob) krivulje

Naj bo s naravni parameter in r regularna parametrizacija gladkega loka L.

/

Odvod na naravni parameter s ozna¢imo s ’. Tedaj je 7'(s) vektor v smeri

tangente na krivuljo L v tocki r(s), ki je dolzine 1. Naj bo sedaj

&(s) i=1'(s).
Predpostavimo sedaj, da je nasa krivulja razreda C? in si oglejmo kako se sprem-

inja £(s). Ker je vektor £(s) enotski velja £(s) - £(s) = 1. Odvajamo po s, torej
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(6(s) - £(5))" = €/(s) - £(s) + &(5) - €(s) = 0 in od tod &(s) - &(s) = 0. To pa
pomeni, da ali (z) £'(s) = 0 ali pa (i) £'(s) # 0 in &'(s) L &(s). Oglejmo si
drugi primer podrobneje;

Ogledamo si situacijo na kosih loka, kjer ’(s) # 0. Tedaj lahko definiramo

enotski vektor

)
1) = @]

Od prej vemo, da je n(s) - £(s) = 0, torej n(s) L &(s), t.j. pravokoten na tan-

gento krivulje v tocki r(s). Pravimo, da je vektor 7n(s) vektor v smeri glavne

normale na krivuljo £ v tocki r(s).

Opomba: Vektor n(s) je odvisen le od tocke v kateri ga racunamo, ni¢ pa
od orientacije krivulje ali od tega, kje smo zaceli meriti dolzino. (Pri s +— sg+ s
ni razlike v odvodu, pri s — so — s pa se pri dvakratnem odvodu izraz dvakrat

pomnozi z —1.)

Definirajmo Se vektor v smeri binormale,

((s) = &(s) xn(s),

t.j. vektor, ki je pravokoten na vektorja £(s) in 7(s).

4.1.6 Pritisnjena ravnina

Najbo £(s9) # 0 in € neka poljubna ravnina skozi tocko r(sg) z enotsko normalo
n. Enacba ravnine € je (r(s) —7(so)) - n = 0. Razdalja med ravnino € in totko
r(so + h) je
d(gﬂ"(so + h)) = (7‘(50 +h) — 7"(50)) “n.
Radi bi izbrali n tako, da bo pri majhnih h razdalja d(é', r(so+ h)) ¢im manjsa.
Ker je
2

7(s0 4 h) —r(s0) = hr'(s0) + 77“”(50) + o(h?)

je torej

(r(so +h) —7(s0)) - n = h(r'(so) - n) + 7(7“”(50) -n) + o(h?).
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Zgornji izraz bo najhitreje konvergiral proti 0 pri h — 0, ¢e

r'(s0) - n =0, r"(sg) - n =0,
t.j.

E(s0)-m=0,  €(s0)-n=0.

Torej je n hkrati pravokoten na &(sp) in 7(sg), torej kolinearen vektorju &(sg) x

n(s0) = ((so). Krivulji v r(sp) se najbolj prilega ravnina z enacbo

¢(s0) - (r(s) — r(so)) =0.

Definicija 39 Ravnina skozi tocko r(sg) in z normalo ((so) se imenuje pritis-

njena ravnina na krivuljo v tocki r(sg). Njena enacba je

¢(s0) - (r(s) - r(so)) =0.

Oglejmo si to Se v primeru, ko parameter ni naraven parameter. Spomnimo se:

s(t) = [0 [F(7)ldr. Od tod 5 = |#(t)] 0z. 2£t(s) = rrpteyyy Torej
d
§(s0) = d—Z(SO)
7(to)
|7 (to)]
in

| =

/ _ f’(tO) ﬁ
o) = (|f<to>|) s
_ (o)l (to)] — P(to) £ 17 (to)] 1
[7(to)|? |7(to)|”

U

<
—~ =
=

Vektor ((so) = &(s0) x n(so) je kolinearen vektorju

7(to) « P(to)|7(to)| — #(to) 2|7 ()| 1
|7 (t0)|? [7(to)] )’

torej vektorju (#(tg) x #(to))/(|7(t0)[?), t.j.

T‘(to) X ’I‘(to)

|7"(t0)|2 || T(tO) X T(tO)a



152 POGLAVJE 4. KRIVULJNI IN PLOSKOVNI INTEGRAL

torej je vektor binormale

Enacba pritisnjene ravnine je tako

(R—r(to)) - (#(to) x #*(to)) = 0,

t..

[R - T(t0)7 f(t0)7 ’F(tO)} =0.

4.1.7 Ukrivljenost krivulj

Pri ravninskih krivuljah je ukrivljenost kotna hitrost tangente, ¢e po krivulji
potujemo s hitrostjo 1. Naj bo t — ¢(t) taka gladka vektorska funkcija, da je
le(t)] = 1. Torej je c(t) - ¢(t) = 1 in od tod ¢é(t) - ¢(t) + c(t) - ¢(t) = 0, t.j.
ét) - e(t) = 0. Ceje é(t) # 0, je é(t) L c(t). Vemo: kotna hitrost = obodna

hitrost / polmer, torej @ = |¢(t)]-
é(t)
w(t) e(t)
1
0

Slika 4.4: Ukrivljenost je kotna hitrost tangente.

Torej je za splosno gladko vektorsko funkcijo ¢ — ¢(t) skalarna kotna hitrost
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(okoli 0) enaka

_ |4 (9®)
0= ()|
l9()g(t) — LD g(1)
9(6)P
9®)Pa(t) — (9(8) - 5(1) gt
9(6)F
J (la) 298 = (9(t) - 5)9(®)) - (la(29() = (9() - 5(6)) (1))
oLk
\/ 91O — (9(0) - 5(1) a2
g(®)P°

_ \/ 9P — (9(0) - 9(1)°
PO '

©

(%) upostevamo

in

_9(®)-9()

g
Spomnimo se (A x B) - (C x D) = (A-C)(B-D)— (A-D)(B-C), torej
(90 % 3(8)) - (9(6) x 9(8)) = lg@PIGO — (5(0) - 5(1))* in zato

J9(t) x 4(1)|

“= P

Definicija 40 Vektorska kotna hitrost vektorske funkcije t — g(t) okoli O

je
g(t) x g(t)
lg(®)* -

Skalarna kotna hitrost pa je
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Pri ravninskih krivuljah definiramo ukrivljenost kot skalarno kotno hitrost smeri

krivinski polmer pa kot polmer R tistega kroga, da bo obodna hitrost pri tej

tangente, torej kot
7(t) x #(t)
()2

b

kotni hitrosti enaka 1, t.j. w(t) - R(t) =1, torej

Definicija 41 Fleksijska ukrivljenost ali upognjenost K krivulje L v tocki
r(to) je skalarna kotna hitrost enotskega vektorja v smeri tangente, ¢e potujemo

po L s hitrostjo 1, t.j. |£'(s)]

Vektorska kotna hitrost pa je tedaj € x & =& x Kn = K(.
Trditev 12 ( = konst. < L je ravninska krivulja.

Dokaz: Naj bo ¢ = ¢ in s naravni parameter. Tedaj (r-¢) = -c+r-0 =
rc=¢-c=&-(=01in od tod r - ¢ = b, b fiksen skalar, kar pa pomeni, da r

lezi ves ¢as v isti ravnini (r — rg) - ¢ = 0. O

Oglejmo si Se vektorsko kotno hitrost za ¢,

w=¢x(
=(Exn) x (€ xn+&xn)
E (e xm) x (€ xn)

=(Cx (Exn)

=(C-n)E—(C-On

= ¢,

(+) = €/I€], € = Knin zato & x =0,

(+%) ¢ L € in zato ¢ - € = 0.
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Definicija 42 Torzijska ukrivljenost ali zvitost krivulje L v tocki r(s) je

Opomba: To je ,predznacena” skalarna kotna hitrost binormale ¢, ¢e po £ po-
tujemo s hitrostjo 1. Ce je -7/ > 0, se ¢ vrti okoli & v pozitivno smer, sicer pa

v negativno.

Opomba: K in w sta geometrijski koli¢ini, odvisni samo od tocke na krivulji

(tiru), ni¢ pa od parametrizacije.

Zgled: Naj bo r(t) = (acost,asint,bt), a,b > 0, t.j. vijacnica.

z

-
2mb { C

Slika 4.5: Vijacnica.

Uvedemo naravni parameter

s(t) :/0 () - r(T)dr
_ /0 VD T 90 ¥ A ()dr

t
= / \/a2 sin? 7 + a2 cos? T + b2dr
0
t
= / Va2 + b2dr
0
=ct,

kjer ¢ = v/a? 4 b2. Torej s = ct oz. t = 2. Reparametriziramor = (acos 2,asin £,b2).

Torej

§(s) =r'(s)

= 1(—asin £, acos £,b)



156 POGLAVJE 4. KRIVULJNI IN PLOSKOVNI INTEGRAL

n(s) = (—cos 2, —sin 2,0)

n'(s) =L(sin2, —cos2,0)

T c

o
=
VA
N
I

§(s) x n(s)

= L(bsin 2, —bcos £, a)

Q

Izrek 33 Naj bo L krivulja razreda C3, parametrizirana z naravnim parametrom.

V wsaki tocki, kjer £ # 0, veljajo t.i. Frenetove formule

¢ =Kn
' =—K{+w(
¢ =—-wn.

Pri tem je




4.2. PLOSKVE V PROSTORU

Opomba: Frenetove formule v matriéni obliki

13 0 K 0
nl =|-K 0 w
¢ 0 —w O

4.2 Ploskve v prostoru

Ogledali si bomo gladke ploskve v prostoru.

4.2.1 Podajanje ploskev

Eksplicitna oblika

157

Eksplicitno podana ploskev je ploskev, zapisana kot graf funkcije. Naj bo D

obmocje (odprta in povezana mnozica) v ravnini. Naj bo f neka gladka funkcija

na obmocju D. Tedaj je graf funkcije f, t.j. mnozica

S =A{(,y,f(z,y)) : (v,y) € D}

neka ploskev v prostoru, slika 1.5. Pravimo, da je taka ploskev dana eksplicitno.

Opomba: Podobno; ¢e je D1 obmogje v yz-ravnini in x = ¢(y, 2), je S1 =

{(g(y,z),y,z) : (y,2) € D1} oziroma, ¢e je Dy obmodje v xzz-ravnini in y =

h(z,z), je So = {(x,h(x,z),z) : (y,2) € Do}

Zgled: Naj bo z = /4 — 22 —y2, D = {(z,y) : 2® + y? < 4}. Graf je zgornja

polsfera nad D. Vse te tocke lezijo na sferi s sredis¢em v koordinatnem izhodis¢u

in polmerom 2.

Implicitna oblika

O

Naj bo G obmocje v prostoru in naj bo (z,y,2) — f(x,y, z) gladka funkcija na

D C G. Najbo M = {(z,y,2) : f(z,y,2) = 0}, t.j. mnozica niel in naj za vsak

(x()?y()y ZO) S M Veljaée (%(x()?y(h Zo), g_i(x07y0720)7 %(*/L’07y0720)) 7é 0. Teda’j

lahko v okolici vsake take tocke izrazimo koséek ploskve M v eksplicitni obliki.
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Vemo, ¢e je npr. %(.’[Jo,ymZo) # 0 (in f(x0,90,20) = 0), tedaj lahko v okolici
tocke (xo, Yo, 2z0) enacbo f(xo, Yo, 20) = 0 razresimo na z, t.j. f(zo,yo,20) = 0
blizu (zo, yo, z0) pomeni isto kot z = ¢(x,y) za neko gladko funkcijo ¢, defini-
rano v okolici tocke (zg,yp). V tem primeru je M gladka ploskev, ki je dana

implicitno.

Zgled: Naj bo f(z,y,2) = 2% +y? + 22 — 4. Torej je

M ={(z,y,2): f(z,y,2) =0}
sfera s srediS¢em v koordinatnem izhodis¢u in polmerom 2. Tedaj je

of _,, Of _, 0 _

= 2
Ox oy L N

in zato (g—i, 3—57 g—ic) = (2z,2y,2z) # 0 povsod na M (0 le v tocki (0,0,0) ¢ M).

Slika 4.6: Sfera.

V tocki A lahko ploskev lokalno zapisemo kot @ = f(y,2), y = g(z,2) in
z = h(x,y). O

Parametriéna oblika

Zacnimo s primerom: Fiksirajmo Ry in si oglejmo tocke v prostoru, za katere
je x = Rpcosvcosp, y = Rycosdsing, z = Rysind, kjer je 0 < ¢ < 27 in
—5 <9 < 5. Ko (p,9) pretece [0,27] x [~5F, 5], tedaj (z,y, 2) pretece sfero.
Pravimo, da je sfera podana parametri¢no. Parametra sta ¢, ¥. V primeru, ko

je sfera zemljino povrsje, sta to zemljepisna dolzina in zemljepisna Sirina.
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Naj bo D C R? odprta mnozica in F : D — R3 preslikava, F € C, t.j.
F(u,v) = (Fi(u,v), Fa(u,v), F5(u,v)).

Vemo: ¢e je za nek (ug,v9) € D

0F, 0F,

%(Uo,vo) W(Uo,vo)

OF: OF:
rang(DF)(ug,vo) = rang a—j(uoyvo) a—;(uoyvo) =2,

OF. OF.

8—j(uo,vo) a—j(uo,vo)

torej maksimalen, je tedaj za neko okolico U tocke (ug, vo),
FU) = {(Fl(u,v),Fg(u,v),Fg(u,v)) s (u,v) €U}

gladka ploskev v prostoru. Res, ¢e je npr.

o o

——(uo,v0) ——(uo,v0)

ou ov £0
[“)Fg( ) [“)Fg( ) ’
By (o vo) = (o, o

tedaj vemo, da sistem x = Fy(u,v), y = Fa(u,v) lahko razresimo na u in v kot
funkciji spremenljivk z in y v okolici tocke (z0,y0) = (Fi(uo,v0), Fa(uo, v0)).
Torej x = Fi(u,v), y = Fa(u,v) je isto kot u = p(z,y) in v = P(x,y). Od
tod sledi z = Fs(u,v) = F3(p(z,y),%(z,y)) = g(x,y). Torej je mnozica
{(Fi(u,v), Fa(u,v)) : (u,v) € U} res koscek gladke ploskve. To velja lokalno.

Globalno velja tako, kot pri krivuljah.

Naj bo D omejeno obmoéje v uv-ravnini in naj bo F : D — R? injektivna
preslikava razreda C1(D), za katero je rang(DF)(u,v) = 2, t.j. maksimalen za

(u,v) € D. Tedaj je
S =F(D)={F(u,v): (u,v) € D}

ploskev v prostoru, ki je podana parametricno. Preslikava F' se imenuje regu-
larna parametrizacija ploskve §. Pisemo tudi r = F(u,v) ali r = r(u,v). u in
v imenujemo krivoértni koordinati na ploskvi (u in v sta parametra). Obi¢ajno

predpostavimo, da je parametrizacija regularna.
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Zgled: Podana je sfera v parametri¢ni obliki:

x = Ry cosd cosp
y = Rgcosvsinp

z = Rysin,

kjer

Regularna parametrizacija sfere je

F:(9,¢)— (Rocostcosp, Rycosdsinp, Rysind).

4.3 Koordinatne krivulje

Koordinatne krivulje na parametriéno podani ploskvi {r(u,v) : (u,v) € D} so

krivulje uw = konst. ali v = konst., torej krivulje
v r(u,v) za u fiksen

u > r(u,v) za v fiksen.

Na obi¢ajno dani sferi so to vzporedniki in poldnevniki.

Naj bo (u,v) — r(u,v) regularna parametrizacija ploskve S, (u,v) € D. Naj

bo r(ug,v0) = (zo, Yo, 20) = To tocka na . Koordinatni krivulji skozi to tocko
sta

t = 7(uo,t) = (x(uo,t), y(uo, 1), 2(uo, t))

t—r(t,v0) = (2(t,v0),y(t, v0), 2(t, v0)).
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4.4 Tangentna ravnina, normala na ploskev

Tangentna vektorja v tocki Ty sta

{%r(uo, t)}

15) 0 15)
(6_95(“0,”0)7 a—z(uoyvo)y 6—i(uo,vo)>

t=v9
d Ox dy 0z
[%T(EUO)} . = (@(Uo;vo)’ %(UO,UO)’ %(U07U0)> :
Pogoj, da je rang(DF')(ug,vg) = 2, pomeni, da je rang matrike
ox Qy 0z
rang %(UCHUO) %(UO,UO) %(’U/O,’UO) _9
O ww0) uo,v0) (o)
gy o, 0) 5 (U0, Vo) 5 {Uo, Vo

torej sta vrstici linearno neodvisni. Torej tangetna vektorja sta oba # 0 in
razpenjata ravnino. To pa je ravno tangentni prostor S v tocki T. Oznacili
ga bomo s Tr(S). Tangentna ravnina na S v T pa je ravnina skozi T, ki je
vzporedna T (S).

Normalni vektor tangentne ravnine v tocki Ty = (2o, Yo, 20) = 7(ug, vo) je

n= ru(uo,vo) X TU(UO,UO),

(o o (o oy
"=\ 9w ou’ ou W=\ 0 0 ov )

Enacba tangentne ravnine na S skozi Ty je

kjer je

[R - RO,TU(UO,UO),TU(UO,UO)] = 07

kjer je Ry poljubna to¢ka na tangentni ravnini. To sledi iz (R — Rp) - n = 0.
Enacba normale na S skozi tocko Ty, t.j. premico skozi Ty, ki je pravokotna

na tangentno ravnino na S skozi Ty, je
R = Ro + A(ru(uo, vo) X 7 (uo,v0)), (A€ R).

Naj bo & dana eksplicitno, torej npr. z = f(x,y), (z,y) € D C R2.
prepiSemo v parametricno obliko tako, da sta parametra kar x in y. Torej

r=x, Y=Y inz= f(x7y) V tocki TO = (x07y0af(x07y0)) jC
0
TI(SUo,yo) = (1707 8_£(x07y0))
0
ry(x()?yo) = (07 17 a_i(x07y0)) .
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Torej je

Te XTy =11 0 p

0 1 g¢q

= (_p7 —q, 1)a

z

. e a _ . a_Z _
kjer smo oznacili 3= = p in 5, = 4

Torej je enacba tangentne ravnine
(R—Ro)-(p,q;—1)=0

in enacba normale
R=Ro+ Ap,q,—1).

Kako pa bi izracunali tangentno ravnino, ce je ploskev S podana implicitno,
torej S = {(z,y,2) C R3 : f(z,y,2) = 0}. Naj bo (z0,v0,20) € S, vsaj
en parcialen odvod funkcije f v toc¢ki (20,0, 20) razlicen od 0 in naj bo -,
v(t) = (x(t),y(t), 2(t)) neka C* pot na ploskvi S tako, da je v = (0,0, 20),
telCR.

f(z(t),y(t),2(t)) =0 <& v lez na ploskvi S.
Odvajamo po parametru ¢ in vstavimo ¢t = 0:

0 0 0
8—£($07y07 20)%(0) + a—£($07y07 20)y(0) + 8—£($07y07 29)2(0) = 0,

torej (grad f)(zo, yo, 20) - 7(0) = 0, kjer smo z 7(0) = (4(0),5(0), 2(0)) oznaéili
tangentni vektor poti v pri vrednosti parametra ¢ = 0. Vidimo, da je gradi-

ent funkcije f pravokoten na tangentni vektor poti v na ploskvi S, ki gre pri

vrednosti parametra ¢ = 0 skozi tocko (xg, yo, 20)-

(grad f) (o, Yo, z0)

Slika 4.7: Pot v na ploskvi S.
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Smeri 4(0) za vse take poti v opiSejo vso tangento ravnino v tej tocki. Gra-
dient je torej normalni vektor ploskve S v tocki (xo, yo, 20)-

Enacba tangentne ravnine je tako

(R = Ro) - (grad f)(zo, Y0, 20) = 0,

kjer je R = (X,Y, Z) tocka na tangentni ravnini, ena¢ba normale na tangentno

ravnino pa

R = Ry + A(grad f)(xo, yo, 20)-

4.5 Merjenje na ploskvi

4.5.1 Dolzine krivulj na ploskvi

Naj bo a, a(t) = (u(t),v(t)), pot v D C R? t € Z C R in naj bo r regularna

parametrizacija, r(u(t),v(t)) = r(a(t)) =: A(t).

S CR?

Slika 4.8: Regularna parametrizacija poti .

Obratno: vsakapot A, A(t) € S C R, je take oblike, da je au(t) = 71 (A(t)) €
D C R2 Pisimo: A(t) = r(u(t),v(t)) = (2(t),y(t), 2(t)), kjer je t € T = [a,b] C

R. Dolzina poti A je:

b
o) = / VD2 T 907 1 2@t

b .
:/ A(t)|dt

V nagem primeru je
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A = (rute+ 1) - (ot + o)
= (- 10)0% + 2(ry - 1) 00 + (ry - 7).
Standardne oznake:
E(u,v) =7y - 10 = |1u]?
F(u,v) =1y -1y

G(u,v) =1y -1y = "FU‘Q

Funkcije F, F; G so odvisne le od parametrizacije in ni¢ od poti. Torej

b
I\ = / VEW? + 2F i + Go2dt.

Definicija 43 Kwvadraticna forma
& = (i1, 0) — Bu? 4 2Fui + Go® = |\(t)[?

se tmenuje prva fundamentalna forma ploskve. Matrika prve fundamen-

talne forme je
E F

F G
Naj bo & = (u,v). Tedaj je (Hc&)- & prva fundamentalna forma ploskve. Tej

formi pripada bilinearna forma z isto matriko.

v

Ay
a2
Qo
(e%]

Slika 4.9: 777,

Torej
(HOq) . dg = }\1 . }\2;
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pri tem pomeni operacija - na levi skalarni produkt v R?, na desni pa skalarni
produkt v R?. Poglejmo si se
o At -\
cos (<(A1, A2)) = EANEL N
[Aa] A2
_ (Hdn) - de

V(HGay) én/(Haz) - éo

Zgled: Sfera S = {(x,y,2): 22 + y? + 2% = 1}. Parametrizacija r,

r(p,9) = (cosv cos p, cos ¥ sin @, sin )

je regularna na obmocju, kjer je —3 <19 <

NE]

)

NE]

Slika 4.10: Na zgornjem in spodnjem robu parametrizacija ni regularna.

Tako je

ry, = (—cos¥sin g, cos v cos ¢, 0)

ry = (—sind cos p, — sin ¥ sin ¢, cos )
in
— — 2
E=r,-r,=cos™
F=r,-r9g=0

G=ry -ryg=1.
Prva fundamentalna forma na sferi je
E@? + 2F @0 + GO? = cos® 099? + 92
Zgornje zapisano z diferenciali (v splosnem)

ds? = Edu® + 2Fdudv + Gdv?,
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in na sferi

ds® = cos® ¥(dp)?* + (d9)*.

4.5.2 Povrsina ploskve

Naj bo (u,v) — r(u,v) regularna parametrizacija ploskve S.

(5 + Av) (ut+A
Av{ I A
(o)t Al

D C R?

Slika 4.11: Povrsina ploskve.

V obmo¢ju D vzamemo pravokotnik A z oglisci (u, v), (u+ Au,v), (u,v+A)
in (u+ A,v+ A). Pravokotnik A se preslika v , krivoértni” paralelogram r(.A)

na ploskvi S. Stranice tega paralelograma so torej:

r(u+ Au,v) — r(u,v) & ry(u,v)Au

r(u,v + Av) — r(u,v) = ry(u, v)Av.
Povrsina krivocrtnega paralelograma r(A) je priblizno enaka

P(r(A)) = [ryAu x 7, Av|

= |ry X 1y Aulv.
—
pl(A)

Pisemo
Ty X TU\Q = (ry X 1y) - (1o X 1)
= ('ru . ru)('rv . rv) - ('ru . rv)2
= EG - F?

=det H,

kjer je H matrika prve fundamentalne forme.
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Povrsina celotnega obmocéja r(D) = S je priblizno enaka

kjer so A; pravokotniki iz obmoéja D tako, da U} ; A; = D. Torej

P(S) ~ zn: VEG — F2

(ui,vi)

kjer (u;,v;) € A;. Zgornje je ravno Riemannova vsota. V limiti dobimo
P(S) = // V EG — F?dudv.
D

Opomba: Zgornji integral za P(S) je neodvisen od izbire parametrizacije. Odvisen

je le od izbire ploskve. Vzemimo npr. dve parametrizaciji
§=f(D), (uv)eD
S=g(A), (o,7)€A.

Naj bosta f in g regularni parametrizaciji ploskve S. Od tod sledi, da obstaja

difeomorfizem h : A — D tako, da je g = f o h oziroma h = f~! o g. Dobimo

Jo = fuua' + fv'Ua'

gr = fuu‘r + ,fvvr
9o X gr = (fulle + fovo) X (futr + fovr)
= (fu x fo)(uovr —vour).

Od tod sledi

Uy  Ur
90 % gr| = [fu % fol |
Vo Vs

—
det Jh

Po formuli za substitucijo velja:

// l9o X gr|dodT = // | fu X fo| | det Jhldodr
D A
= //\fu X fuldudv.
D
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Zgled: Izracunajmo povrsino krogle. Regularna parametrizacija

r(p,9) = (acospcost, asinpcosd, asinp)
pE [Oa2ﬂ-)7 ﬂ[_%a%}

Torej
_ 202
E=r, -r,=a"cos™ v
F=ry,-ryg=0
G=ry- 19 =0a>
in

1%:/ VEG — F2dypdy

D

2 7
= / dgp/ Va* cos? 9dv
0 —

() 2m
:/ d<p/ a? cos ¥di
0 _

(%) ker je ¥ € [-F, T].

Zgled: Ploskev je podana eksplicitno: z = f(x,y), (z,y) € D. Spremenljivki =

in y sta parametra,

r=g
y=y
z = [f(z,y),
torej r(z,y) = (z,y, f(z,y)).
re = (1,0, f)

ry = (07 1afy)7
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E:Tw'rm:1+(fw)2
F=ry-ry=fafy

G:Ty'ry:1+(fy)2

EG—F?=(1+ (£f)2) 1+ (£,)?) = (fofy)?
=1+ (f2) + (fy)?

in koncno

P= [[ U4+ (1) sy,
D
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Poglavje 5

Vektorska analiza

5.1 Vektorske diferencialne operacije

-

Naj bodo 7, j, k bazni vektorji v R3. Za ortonormirano bazo {i,7, E} velja:

in

je

in negativno orientirana, ¢e je

Za poljubno bazo {p, 7,7} v R3 pravimo, da je pozitivno (negativno) orientirana
natanko tedaj ko je [p, @, 7] > 0 ([p, ¢, 7] < 0), t.j. ¢e je meSani produkt [, , 7]

pozitiven (negativen).

Definicija 44 Naj bo U € R3 odprta mnozica. Zvezno funkcijo f : U — R
imenujemo skalarno polje, zvezno preslikavo F:U — R3 pa tmenujemo vek-

torsko polje.

171
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Opomba: Primer skalarnega polja je porazdelitev temperature v telesu,
primer vektorskega polja pa je polje hitrosti gibanja del¢kov tekocine v dolocenem

trenutku.

5.1.1 Izrazanje polj v bazi

Naj bo {1, €2, €3} neka ortonormirana baza v R®. Skalarno polje f je tedaj

funkcija treh spremenljivk z1, zo, x3, torej
J(x1€1 + 2282 + 13€3) = p(21, T2, 73).

Opomba: Jasno je, da je funkcija ¢ odvisna od izbire baze {€7, €3, €3}.

Za vektorsko polje F dobimo

—

F(zlél + zo€h + zggg) = F1($1€1 + x9€5 + 1‘353)514‘
+ F2($151 + £E2€2 + $3€3)52+
+ F3($151 + £E2€2 + zggg)gg

= (901(1‘171‘271‘3)’902('1’11"1:2"1:3)7@3(1‘171‘2’1’13))

Opomba: Jasno je, da so funkcije ¢1, @2, p3 odvisne od izbire baze {€1, é3,¢€3}.

5.1.2 Nivojske ploskve skalarnega polja

Niwvojske ploskve skalarnega polja so ploskve na katerih ima skalarno polje

konstantno vrednost. Pravimo jim tudi ekvipotencialne ploskve, t.j.
M. ={T elU: f(T) = c},
kjer je ¢ neka konstanta. Mnozica M, je ,prava ploskev” (dvodimenzionalna

mnogoterost), ¢e je (Df)(T) # 0 za vsako tocko T' € M..

5.1.3 Odvod skalarnega polja v dani smeri

Naj bo f: U — R gladko skalarno polje, Ty € U in 7 € R? enotski vektor.
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Slika 5.1: Odvod skalarnega polja v smeri vektorja 7.

Odvod polja f v tocki Ty v smeri vektorja 71 je

C f(F(Ty) + M) — F(F(T, dr. . .
;lg%)f( ( 0)+ )\) f( ( 0)) :a{f(T(TO)_F)‘n)]Ai

in ga oznacimo z

daf

%(TO)

—

Ce df /dii(Ty) izracunamo v kartezijevih koordinatah, #(Tp) = (0, yo, 20), 7 =
(ng, ny,n:), dobimo
daf
— (1o
dn (To) = d)\(

F(@o + M, yo + Any, 20 + Anz)) |y,

af af

3_y(T0)ny + E(To)nz

Opazimo, da velja

& ) = (o). St Sy -

Vektor (%(TO), o (To), 8—f(T0)> imenujemo gradient skalarnega polja f v
tocki T in pisemo

(grad f)(To)-

Opomba: Gradient torej naredi iz skalarnega polja f vektorsko polje grad f.

Smernt odvod je torej

df

an (To) = (grad f)(To) - 7

Opomba: Iz te formule se jasno vidi, da je smerni odvod najvecji v smeri gra-

dienta.
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Opomba: Parcialni odvodi funkcije f so primeri smernih odvodov

of _d4  of _d4  of _df
dr dey’ Oy déy 9z dés
Iz poglavja o ploskvah vemo: ¢e je (grad f)(Tpy) # 0, tedaj je (grad f)(Tp)
pravokoten na nivojsko ploskev skozi tocko Ty, {T € U : f(T) = f(Tp)}. Torej
je narascanje f najvecje v smeri pravokotno na ploskev. Z drugimi besedami, ¢e
je (grad f)(Tp) # 0, potem enacba (grad f)(Tp) - = 0 dolo¢a tangentno ravnino
skozi Ty v R3, slika 5.2.

(grad f)(To)

tangentna ravnina -
e

>

N

To

Slika 5.2: Narascanje [ je najvecje v smeri pravokotno na ploskev

Opomba: Vidimo, da je (grad f)(Tp) tisti vektor, za katerega velja
(Df)(To) - ii = (grad f)(To) - 7.

Definicija 45 Operator nabla V je diferencialni operator, ki ima glede na

kanonicéno bazo {€1, €, €3} prostora R? obliko

o 0 0
V—(%a—m)
0 0

= —¢&1+ —¢éy + —¢€3.

Jx y 0z

Opomba: Iz zgornjega sledi grad f = V f.
S pomocjo operatorja V definiramo Se dve operaciji na vektorskih poljih.

5.1.4 Divergenca vektorskega polja

Naj bo F:U—R3 gladko vektorsko polje in pisimo

ﬁ(:{:,y,z) = (P(:z:,y,z),Q(az,y,z),R(m,y,z)).
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Divergenca vektorskega polja F v tocki Ty = (0,10, 20) je skalar (div F)(Tp),

podan kot

Ox’ Oy’ Oz
P oQ OR

Opomba: Lahko se prepricamo, da je divergenca dolo¢ena z F in ni odvisna od

izbire baze.
Opomba: Divergenca torej naredi iz vektorskega polja F' skalarno polje div F.

5.1.5 Rotor vektorskega polja

Naj bo, kot prej, F gladko vektorsko polje na Y. Rotor vektorskega polja F

v tocki Ty je vektor (rot F)(Ty), podan kot

—

(rot F)(Tp) = (V x F)(Tp)

i ik
0 0 0
“| o 3 o (To)
P Q R
_(0R 0Q .. P OR . 0Q P
= (8_y(TO) - E(To)’ E(TO) - %(To)y %(TO) - 8_y(T0)> .

Opomba: Rotor torej naredi iz vektorskega polja F vektorsko polje rot F.

Opomba: Vse tri operacije grad f, div ﬁ, rot F so neodvisne od izbire baze.

Izrek 34 Ce je f skalarno polje razreda C? na nekem obmocju D C R3, tedaj
je
rot(grad f) = 0.

Ce je F vektorsko polje razreda C? na nekem obmodcju D C R3, tedaj je

div(rot F) = 0.
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Kratko zapisano; za gladka polja je
rotograd = 0

m

divorot = 0.

Dokaz: Naj bo wu skalarno polje,

(2200 00
gradu = 0x’ Oy’ 0z )’

tedaj je

rot(gradu) =

¥ &> <
IE R =

i
0
ox
ou
oz dy

B 0%u ?u 0%u Pu *u 0%u

n (83/82 020y’ 020x  0x0z Oxdy 8y8x> ’

Ker so mesani odvodi zvezni, niso odvisni od vrstnega reda odvajanja. Od tod
sledi
rot(gradu) = (0,0,0).

Naj bo F= (P, Q, R) vektorsko polje,

dy 0z 0z 9z’ dx Oy
tedaj je

. = 0 (OR 0Q o (0P OR a (0Q OP
ot P = o (G- )+ 5 (5 - 5) + o (5o %)
_ PR 2*Q N ’PP IR N ’Q  o*p

- 0x0y  0xdz  Oydz Oydxr  0z0x  0z0y

Ker so mesani odvodi zvezni, niso odvisni od vrstnega reda odvajanja. Od tod
sledi
div(rot F) = 0.
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Opomba: Enakosti rot(gradu) = 0 in div(rot F') = 0, ki veljata za f € C%(D) in

Fe C%(D), si lazje zapomnimo, ¢e ju zapiSemo z operatorjem V, torej
rot(gradu) =V x Vu
=0
in
div(rot F) = V - (V x F)

=[V,V, F]

0.

Opomba: Oglejmo si Se operator div o grad.

div(grad) = div ( 0.9 9 >

dx’ dy’ 0z

0 (0 o (0 d (0
—%<%)+@<@>+&<&)
_ P Pu P
0x? = Oy? 022

02 0? 0?
:{@*@+@)
Operator divograd imenujemo Laplaceov diferencialni operator. Stan-

dardna oznaka zanj je

div(grad) = A.

Opomba: Ce zgornjo enakost zapisemo z operatorjem V, dobimo tudi pogosto

oznako

A = div(grad) = V-V = V2,
Definicija 46 Funkcija g je harmoniéna, ce je Ag = 0.
Definicija 47 Gladko vektorsko polje F na obmocju D C R? je:
(a) potencialno ali konzervativno, c¢e obstaja skalarno polje u, da je
F = grad u.

Ce je F potencialno polje, imenujemo funkcijo u potencial tega polja.
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(b) irotacionalno ali nevrtinéno, ce je

rotﬁ =0.

(¢) solenoidalno, ce je

Diskusija: Zgoraj smo videli
(i) rotograd =0
(#4) divorot =0,
t.j.
(i) ¢e je F potencialno polje (F = grad u), tedaj je rot F = 0.
(ii) ¢eje F =rot G, je divE = 0.
Pomembno vprasanje je ali velja obrat, t.j.

(i) ¢e je vektorsko polje F nevrtinéno (rot F = (), ali obstaja tak potencial

u, da je F potencialno vektorsko polje (F = gradu)?

(i1) ceje F solenoidalno vektorsko polje (div F = 0), ali obstaja tako vektorsko

polje C_j, da je F =rotG?

Odgovor je v splosnem ne in je odvisen od obmocja na katerem je F definirana.

Na zvezdastih obmocjih pa velja obrat tudi v splosnem.

Definicija 48 Odprto povezano obmocje U je zvezdasto, ce obstaja tocka Ty €

U, da je za vsak T € U vsa daljica ToT vsebovana v U.

Slika 5.3: Zvezdasto obmocje
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Izrek 35 Naj bo U zvezdasto obmocje in naj bo F wvektorsko polje razreda C!
nald.

(a) ée je rot F = 0, tedaj je F potencialno polje na U, torej obstaja ¢, t.j.
skalarno polje razreda C* na U, da je F= grad .
(b) ce je div F = 0, tedaj obstaja é, t.j. vektorsko polje razreda C? na U, da

je F =rotG.

Dokaz: Privzemimo, da je T € U v koordinatnem izhodiscu, sicer naredimo
translacijo. Naj bo F= (A, B, C).
(a) Predpostavimo, da je rot F= 0, t.j

oCc 0B 0A 0C 0B 0A

(+) Oy 9z 9z 0Oz’ oz 0y
povsod na U. Definiramo za ¥ = (z,y,z2) € U
1
o(F) : = / (A(t7F)x + B(tF)y + C(t7)z)dt

0

1
= / (A(tz, ty,tz)x + B(tz, ty, tz)y + C(ta, ty, tz)z)dt.
0

To je dobro definirano, saj je cela daljica s krajiséema (0,0,0) in (x,y,2) v

nasem U. Izra¢unajmo
6—“’(7?)—/13(/1@ ty, t2)x + Blte, ty, t2)y + C(tx, ty, t2)2)dt
8x - 0 ax x? y7 z)x x? y7 z y x? y7 zZ)z
1
A
:/ (A(tx,ty,tz) + 8—(tx,ty,tz)tx—|—
0 ox
0B oC
+ %(m, ty, tz)ty + %(tx, ty, tz)tz) dt
! 0A  9A 04
= A+t|lo— — - dt
/0 ( + (wax-i-yay-i-zaz)

La
:/0 %(tA(tx,ty,tz))dt

—~
~

t=1

= [tA(tz, ty, t2)],_,

= A(z,y, 2).

Podobno pokazemo
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(b) Predpostavimo div F' = 0, t.j.

A 9B  09C

() %—Fa—yﬁ-a 0.

Definiramo

1 1 1
Mﬂ:AtMW@ MM:AtMM% Wﬂ:AtﬂMﬁ

G = (28 — yvy,xy — za, ya — z5).

Izrac¢unamo
i j k
0 0 0
rot G = % a—y g

zB—yy xy—za ya—af

in si najprej ogledamo rot G- i t.j. prvo komponento vektorskega polja rot G.

5 = da ap 0y Jda
rotG~2—a+yay xay xaz—l—a—&—zaz

B ap 0Oy da da
=20 x(@y + 82’) +y3y +26z

8_04 Oa Oa

(%) Jda Jda
B 3x+y3y+z

2
a+x 2

1 1
d
:2/ tA(tz,ty,tz)dt—Fx—/ tA(tx, ty, tz)dt+
0 Oz Jo

a [t o !
— A — A
+ yay /0 tA(tx, ty, tz)dt + o /0 tA(tz, ty, tz)dt

! A A A
= UA+ Pr—— 4+ t2y— + 22— | dt
/0 ( + x@x—'_ y3y+ Zaz)

1
= / 4 (L A(tz, ty, tz))dt
o dt

t=1

= [PA(ta, ty, t2)],_,

= A(z,y, 2)

Podobno pokazemo e rot G - j = B(z,y, z) in rotG - k = C(x,y,z), torej F =
rot G. 0
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5.2 Krivuljni integrali

5.2.1 Integral skalarne funkcije

Motiv je npr. izrac¢un mase krivulje, za katero je dana dolzinska gostota. Naj
bo L gladek lok, f gostota, f zvezna funkcija na L. Priblizek za maso dobimo
tako, da lok £ razdelimo na ,,podloke” L1, Lo, ..., L, in predpostavimo, da je

gostota v posameznem , podloku” konstantna.

Slika 5.4: Delitev loka £

Priblizek za maso loka L je tako
m(L) = f(T1)L(L1) + f(T2)L(L2) + - .. + f(Tn)L(Ln),
pri cemer je z L(L;) oznacena dolzina i-tega loka. V limiti, ko gre dolzina
najdaljsega delcka loka proti 0, dobimo

m(L) =1im Y f(T))L(L;).
j=1

Izracun: Naj bo o < t < B, t — 7(t) regularna parametrizacija. Naj bo
a=1g <t <...<1p :ﬂ, tio1 < fi <t € {1,2,...,n}, ’F(t) = T;. Dolzina

i-tega delcka loka je

L(L) = / i)\

ti—1
~ 78| (ti — tia).
Priblizek za maso loka L je tako
m(L) ~ > f(@(&), y(&), 2(&)) 7€t — i),
i=1

kar je Riemannova vsota za zgornjo izbiro delitvenih tock in izbire &;. V limiti,

ko gre dolzina najdaljsega ,,podloka” proti 0, dobimo

B .
mi0) = [ £(a®).yle). 20) 7).
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Definicija 49 Zgornjo limito m(L) imenujemo krivuljni integral skalarne

funkcije f po loku L, torej
m(L) =lim > f(Ti)L(Ly),
i=1

ko gre dolzina najdaljsega delcka krivulje proti 0, in ga oznacimo z

L fds,

/,: fds = 1im 3" J(TL(L)

ko gre dolzina najdaljsega delcka krivulje proti 0.

torej

Ce krivuljo parametriziramo, o < t < (3, t — 7(t) regularna parametrizacija,

tedaj je
B .
/Lfds:/a f (7)) [7(t)|dt
B
=/ F(2(®), (1), 2(0) V() + 9(1)? + 2(t)2dt.

Opomba: Za definicijo bi lahko vzeli tudi zadnjo formulo.
Opomba: Zgornji integral je neodvisen od izbire parametrizacije.

Zgled: Izracunaj maso prvega zavoja vijacnice
r =cost, y=sint, z=t, 0<t<27,

e je njena gostota v tocki (x,y, z) enaka f(z,y,z) = z. Torej

m:/ﬁfds

27
:/0 A(OVEO? + 90 + 2(0)2de

2
(L)/ z(t)\/sin2t+cos2t+ldt
0

27
= V2tdt
0

t2 t=2m
af;

2 t=0
= 2v/272.
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(%) & = —sint, y = cost, z = 1. ¢

Opomba: Zgornje racunanje mase pove Se, kako bi definirali integral skalarnega

polja vzdolz poti X : [, 5] — U, (X: R — R3, X ima tri komponente),

/fds —/ () Xl

5.2.2 Integral vektorske funkcije po usmerjeni poti

Motiv je npr. izracun dela pri premikanju tocke v polju sil. Naj bo F konstantno
vektorsko polje (t.j. v vsaki tocki je sila ista). Pri premiku iz 7; v 72 opravimo
delo, A= F - (7 — 7).

V splosnem; dana je gladka pot ¢t — g(t), a« <t < 8. Vzdolz tira te poti je
dano vektorsko polje F. (Obicajno bo U odprta mnozica, F (zvezno) vektorsko
polje na U, tir poti § pa vsebovan v U).

Kako torej izracunati delo pri premiku tocke vzdolz ¢ v polju sil F? Izracuna jmo
priblizek tako, da tir poti razdelimo na manjse kose: o =t < t; < ... <t, = [,
izberemo t;—1 < & < t;, 1 € {1,2,...,n}. Koscek dela pri premiku od §(t;—1)

do §(t;) je priblizno

priblizek za celotno delo pa

A F(§(&)) - (9(t:) — g(tizn))

Q

@
Il
-

F(3(&)) - (&)t — i)

Q

ﬁ
Il
-

V limiti, ko gre dolzina najdaljsega intervala [t;_1, ;] proti 0, dobimo

B .
A= [ F(g) - it

B .
/ F(g(t)) - (et

pravimo krivuljni integral (zveznega) vektorskega polja F po gladki poti

Definicija 50 Stevilu

t—g(t), a <t < pB. Oznacimo ga

/ﬁ-dﬁ
g
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(¥) Opomba: Ce je h: [a,b] — [a, 8] difeomorfizem, ki ohranja smer, je

/ﬁ.dfz/ﬁ.dﬁ
g ki

kjer je 7(t) = G(h(t)). To je posledica substitucijske formule

Opomba: Integral bi lahko definirali tudi direktno kot limito Riemannovih vsot
Zﬁ(ﬁ(fz)) - (g(ti) — g(tiz1)).
i=1

Opomba: Ce smer gibanja obrnemo, integral spremeni predznak, t.j. ¢ pot

t— g(t), a <t <, zamenjamo s potjo 7 — g(f —7), 0 <7 < (B — ).

Zaradi opombe (*) je mogoce definirati integral vektorskega polja po usmer-
jenem loku.

Definirajmo integral vektorskega polja po usmerjenem loku. Naj bo £ us-
merjen gladek lok, t.j. vemo katera tocka je zacetna in katera konc¢na. Naj bo
F dano vektorsko polje vzdolz L. Izberimo regularno parametrizacijo t — 7(t),

a <t < [, nasega loka £, tako da je 7(«) zacetna in 7(5) konc¢na tocka.

Definicija 51 Stevilo
B, .
/ F(7(t)) - (t)dt

imenugjemo integral vektorskega polja F po usmerjenem loku L in ga oznacimo

/ﬁ-dﬁ
L

Opomba: Definicija je dobra, saj je zaradi opombe (*) neodvisna od tega, kaksno

regularno parametrizacijo vzamemo. Pomembno je le, da ohranja smer.
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Zgled: Naj bo L prvi zavoj vijacnice
r = 2cost, y=2sint, z=3t, 0<t<2m,

z zagetno tocko (2,0,0) in konéno tocko (2,0, 7). Izracunaj [, f - dF, kjer je f

vektorsko polje, f(z,y,2) = (z,2y,32).

/L fedi= /j F(F()) - F(t)dt
27

(2cost,2-2sint,3 - 3t) - (—2sint,2cost, 3)dt

I
o— S —

2
(—4costsint + 8sint cost + 27t)dt

2
(4costsint + 27t)dt

272" ="
—2cos®t + —}
2 li=o

I
ot —

472

Opomba: Oznaka: Ce je vektorsko polje F,

F(x,y,2) = (P(2,,2), Q(w,y, 2), R(x,y, 2)),
tedaj [, F - d7 dostikrat zapisemo kot

/ (Pdx + Qdy + Rdz).
c

Zapis je dober, saj ¢e je © = x(t), y = y(t), 2z = 2(t), < t < B nasa

parametrizacija, je do = &(t)dt, dy = y(t)dt, dz = 2(t)dt in zato

Pdz + Qdy + Rdz = (Pi(t) + Qy(t) + R:(t))dt

= F(7(t)) - ¥(t)dt.

Izracun je tedaj

B

/ (Pdz + Qdy + Rd=) — / (P(alt).u(r). 2(1))it)+
L

[0

+Q(x(t),y(t), 2(t)) y(t)+

+ R(2(t), y(t), 2(0) (1) ) dt.
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5.3 Orientabilnost in orientacija ploskev

Naj bo M gladka ploskev v prostoru. Lokalno je mogoce ploskev vedno zapisati
kot graf, zato ima lokalno taksna ploskev vedno dve strani, slika 5.5. Pravimo,
da ploskev v neki tocki orientiramo, ¢e si izberemo eno od njenih dveh strani,
t.j. Ce si izberemo enega od njenih dveh enotskih normalnih vektorjev v tej

tocki.

Slika 5.5: Normalna enotska vektorja na ploskev

Globalna orientacija ploskve M je konsistentna, t.j. zvezna izbira enot-
skih normalnih vektorjev na vsej ploskvi. Pravimo, da je ploskev orientabilna

(dvostranska), ce ji je mogoce dati orientacijo.

C—

orientabilna neorientabilna

Slika 5.6: Orientabilna in neorientabilna ploskev

Vsak koscek ploskve, ki ga je mogoce parametrizirati, je vedno orientabilen,

saj lahko zapisemo rang #(u, v) = 2. To pomeni, da sta

(oo N L (00 0y 0
" =\ Bu’ 9u’ ou M= B0 v de

v vsaki tocki linearno neodvisna. Torej je mogoce vzeti

L Ty X Ty
n=-——-—>=7
|7 X 7]

za enotski normalni vektor, ki se zvezno spreminja z (u, v).
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Naj bo M orientirana ploskev z robom, ki je sestavljen iz gladkih lokov.
Rob bM orientiramo skladno z orientacijo ploskve na nacin kot kaze slika 5.7.
Torej orientacijo izberemo tako, da ¢e sprehajalec, katerega glava kaze v smeri
z orientacijo ploskve izbrane normale, hodi po robu v tej smeri, vidi ploskev na

svoji levi.

Slika 5.7: Orientacija ploskve je skladna z orientacijo roba

Orientacija ploskve torej inducira orientacijo roba.

Opomba: Ce ploskvi spremenimo orientacijo, se spremeni tudi orientacija

roba ploskve.

5.4 Ploskovni integrali

5.4.1 Integral skalarnega polja po dani ploskvi

Motiv je npr. izracun mase gladke ploskve M, kjer je vzdolz ploskve dana zvezna
ploskovna gostota f. Maso ploskve izracunamo tako, da jo najprej razdelimo
na majhne kose My, Mo, ..., M,. V vsakem kosu izberemo tocko T; € M;.

Priblizek za maso je

m(M) ~ Z f(Ti)p(M;),

kjer je p(M;) povrsina i-tega koscka ploskve. V limiti, ko gre premer najvecjega

kosa proti 0, dobimo to¢no maso
m(M) =1lim Yy f(T;)p(M,).
i=1

Definicija 52 Naj bo M omejena gladka ploskev, omejena z gladkimi loki in f
zvezna funkcija na MUbBM. Razdelimo M na koncno kosov My, Mo, ..., M,,.
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Izberimo tocko T; € M;, i € {1,2,...,n} in tvorimo Riemannovo vsoto

kjer je p(M;) pouvrsina i-tega kosa ploskve M. Limito te vsote, ko gre najvedji od

polmerov ploskvice M; proti 0, imenujemo ploskovni integral (skalarne) funkcije

e

/ /M fds = hmif(n)pwm

ko gre najvecji od polmerov M; proti 0.

f po ploskvi M in jo oznacimo z

t.j.

Opomba: Seveda je definicijo mogoce napraviti za splosne omejene funkcije; Ce
limita obstaja in je neodvisna od izbire tock delitve M in procesa ko gre najvecji
od premerov proti 0, tedaj pravimo, da je f integrabilna in limito imenujemo

ploskovni integral [[,, fdS.

Izraéun, ce je ploskev podana parametri¢no

Naj bo (u,v) € A, (u,v) — 7(u,v) regularna parametrizacija ploskve, 7 gladka
vektorska funkcija na obmocju A, ki je omejen s konénim stevilom gladkih lokov
in rang (D7(u,v)) = 2. Recimo, da je f zvezna na M, kjer je M = {#(u,v) :
(u,v) € A}

v
T
/ i v
] \ —
{ A ug, Yi)| |)
N T

Slika 5.8: Ploskev M je podana parametri¢no

Obmocje A razdelimo na pravokotnike. Vzemimo tiste, ki so vsebovani v A;
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AN TV TNYA Vi)

= // [P X Ty |dudv
Ay

= / vV EG — F2dudv
Ay

V vsakem A; si izberemo tocko (u;,v;). Ozna&imo s T; tocko 7(u;,v;) na

ploskvici M.
A; 7
(uis ;) — (i, vq)

Slika 5.9: Tocka (u;,v;) na pravokotniku A; in tocka 7(u;, v;) na ploskvici M;

Zapisemo Riemannovo vsoto:

n n

> FT)pMi) = f(#(ui, v7)) / N VEG — F2dudv.

i=1 i=1

Pri tem je

/ VEG — F?2dudv ~ / EG — FQ’ we. P(A),
A, !

V=0;
saj je integrand zvezen. Zato

n

D HTpMa) = f (Fus,v:)) VEG = F?| - p(A),
i=1

i=1 v=v;

kar je priblizna Riemannova vsota za funkcijo

(u,v) = f(7(u,v))VEG — F?

na obmoé¢ju A. V limiti dobimo

// fdS = // (u,v))VEG — F2dudv

// |ru X Ty |dudv.

Opomba: Bolj zapleteno ploskev razdelimo na kose.

Opomba: Integral ni odvisen od orientacije ploskve.
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Opomba: Ce je ploskev dana eksplicitno z = h(z,y), (z,y) € A in je na

ploskvi dana funkcija f, tedaj je

J]. =[] stestemyis () (2) aea

Zgled: Integrirajmo funkcijo f, ki je dana s predpisom

f(2,y,2) = wyz

po plagéu stozeca 22 = 22 + 92, 0 < z < 2.

Slika 5.10: Stozec

Pri tem je

D= {(z,y): 2* +y* < 4}.

Parametrizirajmo kar z x, y. Torej
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6z 2 0z
// dez//f(x,y, 224y 14+ (=) + y dxdy
M
2
// xy\/ 22 + 12 \/1—|— o inydedy
:\/5// xyv/ a? + y?dxdy
D
(+%) 27 2
= \/5/ dgo/ (13 cos psin p)rdr

2 r=2
—\/—/ [ } sin ¢ cos pdp

32\/— /27‘(‘ )
=5 sin @ cos pdp
=0.
(*) 0z = Z 1 & = Y

Y TN

(xx) vpeljemo polarne koordinate: 2 = rcosy, y = rsing, J(r,p) = r, pri

cemer ¢ € [0,27), r € [0,2) O

Zgled: Izracunajmo zgornji integral tako, da isto ploskev parametriziramo na

naslednji nacin:

T = pcosy,
y = psinp,
z=p,

pri ¢emer ¢ € [0,27) in p € [0,2). Upostevamo

// £dS = // )7, x 7| dpdep.

Pri tem je

= (pcosy, psin, p)
F(7(p, ) = p* cos psin
7, = (cos ¢, sin p, 1)
7, = (—psine, pcos @, 0)

|7y X 7| = V2p
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in zato

2 2
//D F(#p. )Ty x 7pldpdip =/ dw/ p° cos psin ov/2pdp
0 0
r=2

27 5
= \/5/ {%} sin ¢ cos pdp
0

r=0
322 /2” ,
= sin @ cos pdp
0

=0.

Dobimo enako kot prej, saj integral ni odvisen od izbire regularne parametrizacije.

O

5.4.2 Integral vektorskega polja po orientirani ploskvi

Motiv: Naj bo na obmoéju D C R? dano vektorsko polje F. Mislimo si, da je to
hitrostno polje pri gibanju nestisljive tekocine, ki se s ¢asom ne spreminja. V D
imamo dano Se neko orientirano ploskev M, t.j. predpisani so normalni vektorji
na M, ki se zvezno spreminjajo po vsej ploskvi M, slika 5.11a). Zanima nas
koliko tekocine pretece skozi ploskev M v neki ¢asovni enoti, v smeri predpisane
normale. To bi znali izra¢unati, ¢e je ploskev M ravna in F konstantno polje,
slika 5.11b). Naj bo ¥/ enotski normalni vektor na ploskev. Pretok je torej

(F-7)p(M).

Slika 5.11: a) Orientirana ploskev M, b) Pretok vektorskega polja F skozi M

v smeri v/

V splosnem pa dobimo priblizek takole: Ploskev M razdelimo na koscke
My, Mo, ..., M,. V vsakem koscku M; izberemo tocko T; € M,;. Pretok skozi
M je priblizno .

STET) - A(T)pM).
i=1
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V limiti, ko gre premer najvecje ploskvice proti 0, dobimo integral skalarne

funkcije F.7 po ploskvi M, torej

// F . i7dS.
M

Opomba: Integral vektorskega polja F po orientirani ploskvi M definiramo
kot limito zgornje vsote, ko gre najvecji premer kosckov proti 0. Dostikrat pa

definiramo z zgornjim izrazom.

Definicija 53 Izraz

// F.idS
M

imenujemo ploskovni integral vektorskega polja F po orientirani ploskvi M
v smeri predpisane normale U; ali Se krajse: pretok vektorskega polja F skozi M

v smeri U.

Opomba: Vcasih pisemo tudi

// ﬁ-ﬁdszz// F.dS,
M M

kjer je M orientirana ploskev, t.j. vemo kam kaze .

Opomba: Ce ploskvi spremenimo orientacijo, integral spremeni predznak.

Izracun, ¢e je ploskev podana parametricno

Naj bo (u,v) € A, (u,v) — 7(u,v) regularna parametrizacija ploskve. Naj bo 7
gladka na A. Preslikava 7 je torej injektivna na A in rang 7 = 2. Smer normale

U je predpisana. Torej

_ X T
= :I:// F(F(u,v)) . HWU X Ty |dudv
A T X T

— / /A [ﬁ(f(u,v)),fu,fv} dudv,

kjer uporabimo znak +, ¢e ima 7, X 7, isto smer kot predpisani ¥/, sicer upora-

bimo znak —.
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Opomba: Oznake integralov vektorskih funkcij A = (P,Q,R)

/A’.df’z/Pda:JererRdz
L L

/ / A-dS = / Pdydz + Qdzdx + Rdzdy.
M M

Opomba: Vsi integrali po krivuljah in ploskvah imajo obic¢ajne lastnosti inte-
gralov; (i) linearnost: integral vsote je enak vsoti integralov in integral funkcije
pomnozene s skalarjem je enak s skalarjem pomnozenemu integralu, (ii) ¢e je
krivulja ali ploskev sestavljena iz dveh kosov, je integral enak vsoti integralov

po posameznih kosih. Pri tem moramo paziti na orientacijo.

Opomba: Ce je ploskev M kos zy-ravnine in f funkcija na M, tedaj iz

definicije integrala sledi, da je

//M fdS = //M f(z,y)dady.

Zgled: Integrirajmo vektorsko polje F ,

—

F(z,y,2) = (y,x,22),
po zunanji strani plasca stozca
=222 +12,  0<z<A4,
t.j. po plascu stozca v smeri zunanje normale. Pri tem je

D= {(z,y): 2* +y* < 4}.

Slika 5.12: Stozec
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Parametrizirajmo kar z x, y. Torej

T=x
y=y
2z =2+/x2 + 92,

//Mﬁ'ﬁdS:// F(a,y z(x,y) - (52— 52, 1)dady

2x 2y
2
// po0 20/ ) ( Vrr 42 \/x2+y2’1>dxdy

2zy
2 [[ (ova@57? - S | dua
D( Y \/x2+y2> Y

2
) 2 / d(p/ (r2 €Os p — 21 COos p sin <p) rdr
0 0

27
8
:2/ <§cosgp—4cosgpsin(p) dy
0

=0.

(x) vpeljemo polarne koordinate: x = rcos, y = rsinp, J(r, ) = r, pri cemer

v €10,2m), r€10,2) O

Zgled: Integral iz zgornje naloge bomo izracunali s pomocjo parametrizacije 7,
™(p, ) = (pcosp, psingp, 2p),
kjer 0 < ¢ <27, 0 < p < 2. Torej

A={(p,p):0<p<2m,0< p <2}

//Mﬁ'dgz i//A {ﬁ(F(p,w)),Fp,ﬁp} dpdp

V zgornji formuli bomo uporabili znak +, ¢e 7, x 7, kaze v smeri predpisanega

U, sicer znak —. Pri tem je

7, = (cos g, sin ¢, 2)

Ty = (—psing, pcosp,0)
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T X Ty = (—2pcosp, —2psing, p).
Vektor 7, x 7, ima glede na z-os pozitivno smer, predpisani / pa v negativno

smer, zato v zgornji formuli uporabimo znak —. Torej

psing  pcosp  2p%cosp

// ﬁ'dgz—// cosp  sing 2 dpdyp
M A

—psing  pcose 0

2
= —2/ dap/ (p3 cos ¢ — 2p? sin g cos ap) dp
0 0

@

(*) kot v prejdnjem zgledu. O

5.5 Integralski izreki

5.5.1 (Gaussov izrek

Izrek 36 Naj bo D omejeno obmodcje v R3, katerega rob je sestavljen iz konénega
Stevila gladkih ploskev. Orientiramo rob bD tako, da izberemo zunanjo normalo.

Naj bo F gladko vektorsko polje v okolici D UbUD. Tedaj velja

//bpﬁ.dﬁz///p(divﬁ)dxdydz,

Opomba: Ta izrek se véasih imenuje tudi 2zrek Gauss-0Ostrogradskega. Pove,
da je pretok (navzven) vektorskega polja skozi rob obmoéja D enak trojnemu

integralu divergence tega polja po obmocju D.

Dokaz: Izrek najprej dokazemo za preprosta obmocja, t.j. taka obmocja, ka-
terih rob sekajo premice, ki so vzporedne koordinatnim osem in sekajo D, na-
jve¢ v dveh tockah. Naj bo F = (P,Q, R), U vektor v smeri zunanje normale,

U = (Vg, vy, v:) na bD. Dokazati je potrebno

// F.7dS = // (z,y,2)ve + Q(z,y, 2)vy + R(z,y, 2)v.)dS

/// (ap @—F%) drdydz.
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Dokazali bomo

//bD P(z,y, z)vydS = ///D g—];d:rdydz
(*) //bD Q(z,y, 2)rydS = ///D %dwdydz
//bD R(z,y,2)v.dS = ///D g—};d:rdydz.

Ce enakosti zgoraj sestejemo, dobimo ravno zeljeno. Natanéneje si oglejmo

tretjo enakost.

Slika 5.13: Rob obmo¢ja D je sestavljen iz treh delov

Rob 0D = § je sestavljen iz treh delov,
S=8§US US;,
kjer je

S = {Z = h(l'?y); (a:,y) € A}

Sy ={z=yg(z,y); (x,y) € A}
in
D ={(2,y,2) : g(w,y) <z < h(z,y), (z,y) € A}.
Najprej izracunajmo

h(z,y)
/// %dxdydz = // d:cdy/ %dz
D 0z A g(z,y) 0z

i//A (R(gc,y,h(w,y)) —R(w,y7g(w,y)))dwdy,
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(t po osnovnem izreku integralskega racuna) nato pa Se

//bDR(x,y,z)l/zdS = /31 +//52 +//33 R(z,y, 2)v.dS.

Na S; je z = h(z,y) in

_0h _0h 1
ox’ 0y’

U= - 5 .
oh oh
(&)« (3)
Na Ss je z = g(z,y) in
dg 0
(e
V= 2 2
0 0
HORICRE
Na & je torej
1
v, = ’
on\? on\?
(%) « (%) +1
na Ss je
-1
Ve = 2 2 ’
d 0
() (3)"+
na Ss je

v, =0.
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Torej

// R(x,y, 2)v.dS = //8\/@_) y(g_2+1ds_
_ 32\/ag)§iy7gi;) +1d8+0

// (z,y,h(z,y)) — R

11 po formuli za prevedbo ploskovnega integrala na dvojni integral, ko je ploskev

—~

z,y, g(x, y)))d:rd%

dana eksplicitno.

Torej je zadnja enakost v (x) dokazana. Enako dokazemo ostali dve. S tem

je za enostavna obmocja izrek dokazan. Bolj zapletena obmocja razkosamo na

enostavna obmocja in integrale seStejemo.

Slika 5.14: Bolj zapletena obmocja razkosamo na enostavna obmocja

Komentar k zgornji sliki: obmocje D, ki je ,,zapleteno”, razdelimo na ,,enos-
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tavni” obmo¢ji D1, ki je omejeno z Sy in Sz, Ds, ki je omejeno z Sy in S3.

Zapisemo Gaussov izrek za obmocje Dy

/// divﬁdvz// F.dS
Dl bDl
:// F’-d§+// F.dS
81 83

(v obeh integralih [[q FdS in [/s, FdS kaze normala ven iz D;) in Gaussov

izrek za Do

/// divﬁdvz// F.dS
D2 bD2
:// ﬁ-d§+// Foas
82 33

(v obeh integralih [fg F.dS in I/s, F - dS kaze normala ven iz Ds).

/ divﬁdv+/ divﬁdvz// +// +// +/ F.dS
D1 Do S1 So S3 S3
;// ﬁ.d§+/ Fods
81 52
://ﬁdg
D

I ker v zadnjih integralih integriramo isto polje po isti ploskvi z razliénima ori-

entacijama. O

Zgled: Integrirajmo vektorsko polje ﬁ,

ﬁ = (1‘7 xZ’ ':l:y)’

po sferi 22 + y? + 22 = 4 v smeri zunanje normale.

D= {(2,y,2): 2> +y* + 2% < 4}

DD = {(z,y.2) :2® + 97 + 2 = 4)
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// ﬁ-dgz/// div FdV
bD D
@///mv
D
r=2

B {4717“3} -
3 r=0

_ s
_om

(¥) div F = Z(2) + £ (22) + Z(2y) =1+ 0+0=1. O

5.5.2 Brezkoordinatna definicija divergence

Naj bo 2 obmoc¢je v prostoru. Na njem definiramo vektorsko polje F razreda
C'. Naj bo D obmoéje, ki je skupaj s svojim robom vsebovano v Q in T tocka
iz D. Naj bo S sklenjena gladka ploskev, ki predstavlja rob obmocja D (npr. S

je majhna sfera s sredis¢em v T).

= (01D
Q
Slika 5.15: Obmocje §2 v prostoru

Tedaj je

//ﬁ-ﬁds
S

enako pretoku vektorskega polja F skozi ploskev § v smeri zunanje normale
v. Torej ce je F' hitrostno polje pri gibanju tekocine, je zgornji integral enak
kolicini tekocine, ki pritece vsako sekundo skozi S v smeri zunanje normale.

Po Gaussovem izreku
//ﬁ.ﬁdsz/// div Fdzdydz
S D
i .
=V(D) |divF
() |div F],.

— V(D) (div ﬁ) (T*),
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(t po izreku o povprecni vrednosti), kjer je T* € D, in od tod

(divﬁ) (T*) = ﬁ//sﬁ-ﬁd&

Ko D stisnemo v toc¢ko, dobimo

(divﬁ)(T):giLnTﬁ//sﬁ-ﬁds.

To formulo bi lahko uporabili za brezkoordinatno definicijo divergence. Diver-

genca v tocki T' je enaka gostoti izvorov vektorskega polja F v tocki T.

5.5.3 Stokesov izrek

Izrek 37 Naj bo M omejena gladka orientirana ploskev razreda C?, katere rob
je sestavljen iz koncénega Stevila gladkih lokov. Orientirajmo rob bM skladno z
orientacijo ploskve M. Naj bo F vektorsko polje razreda C', definirano v okolici

mmnoZice M UbM. Tedaj je

/ ﬁ~dF:// (rot F) - 7dS.
bM M

Opomba: Ta izrek imenujemo Stokesov izrek. Pove, da je krivuljni integral
vektorskega polja F po usmerjenem robu je enak ploskovnemu integralu polja

rot F' po ploskvi (ob usklajenih orientacijah M in bM).

Opomba: Torej je

/ Pdm—&-Qdy—&-Rdzz// (g—@>dzdy—
bM Mm\0y 0z

oP OR
- (52 - 52 e+

0z Oz
oQ OP

Poseben primer Stokesovega izreka

V primeru, ko je R =0, P in @ pa odvisna le od z in y in M je obmocje v zy-

ravnini, katerega rob je pozitivno orientiran, dobimo t.i. Greenovo formulo:
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Izrek 38 (Greenova formula) Naj bo D omejeno obmodje v ravnini, katerega
rob je sestavljen iz koncnega stevila gladkih lokov in je pozitivno orientirano. Naj

bosta P in Q gladki funkciji na D UbDD. Tedaj je

/b de—i—Qdy—// (@—a—g)dxdy.

Zgled: Izracunajmo ploscino elipse, katere rob je podan parametri¢no

T = acost,
y = bsint,
0<t<27
Vzemimo
Plx,y) = -y, Q(z,y)
Pri tem je
o=l -l

Iz Greenove formule sledi

/de+Qdy—// 1—— dxdy
:2//1dxdy
D

oziroma,

Pdgc + Qdy

i)
|

(—y(&)i(t) + (t)y(t))dt

*)
3

Nﬁ:&

((—asint)(—bsint) 4 (acost)(bcost))dt

2
ab/ (sin®t 4 cos? t)dt
0

2m

dt

Q
S

N—= N~ N~ N N

(=)

Il
3
B
S
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Ploscina elipse s polosema a in b je p = wab. %

Dokaz: (Greenove formule) Naj bo D obmoc¢je v ravnini tako, da je mogoce
zapisati

D={(z,y): f(z) Sy < g(z),a <z < b}
kjer sta f, g odsekoma gladki funkciji razreda C*.

Y

Slika 5.16: Obmocje D v ravnini
Naj bo P gladka funkcija na D U bD. Tedaj je

oP b 9(=) gp
—dxd z/ / —(z,y)dy | dx
//’D ay Y a ( f(x) 8y ( y) y)

= /ab (p(x,g(x)) — P(z,f(z)))dx

:/abP(x,g(x))dx+ (— /:P(;n,f(x)))dx>,

/abP(:v,g(x))dx = /abP(x,g(x)) 1 da

= Pdx <= Pdz + Ody>
C2 C2

kjer je

(opomba: parameter je x, torej x =z, x = 1, y = g(x))
in
b
—/ P(m,f(m)))dm = [ Pdx.
a C1
Od tod sledi

// —dxdy = Pdx + de + Pdx + Pdx

C3 C4
/ Pdx
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Znak — zato, ker je rob bD orientiran ravno nasprotno kot Cy, Ca, C3, C4. Ce na

C3 izracunamo

Pdx = /P(b,y)x'dy =0,
C3

(opomba: parameter je y, torej y =y, x =b, £ =0, g(b) <y < f(b))

/ Pdzx =0,

Cy

// a—dedy = —/ Pdzx.
p 0y bD

Splosnejsa obmocja pa razrezemo na sama enostavna obmocja, podobno kot pri

Podobno za Cy4

torej

Gaussovem izreku (integrali se po rezih medsebojno iznicijo).

Torej za vsako obmocje v izreku velja

// a—Pdgcdy = —/ Pdzx.
p 0y bD

Enako velja (¢e vlogi « in y zamenjamo), da je

//D %dwdy = /bD Qdy.

Sedaj znak + zato, ker ista orientacija bD pomeni x spodaj v smeri x-osi, pri y

pa spodaj v smeri —y-osi. Ko obe enakosti sestejemo, dobimo

/bDde—l—Qdy://D (%—g—j)dxdy.

Sedaj dokazemo Se Stokesov izrek.

Dokaz: (Stokesovega izreka) Dokazati je potrebno

/ ﬁ~dF:// (rot F) - 7dS,
bM M
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torej

OR 0Q

/b Pdm+Qdy+Rdz-// (( ag)%—
oP OR
(82 8x>yy+
aQ ap >

Predpostavimo najprej, da je ploskev M taka, da jo je hkrati mogoce zapisati
v obliki

z=f(z,y), y=g(z,z), z=h(y,z), (na 3 razliéne nacine)

kjer so f, g in h gladke funkcije.

T c*
Slika 5.17: Orientirana gladka ploskev M

Dokazemo, da je

opP oP
*1 // (—1/ — —VZ> dS :/ Pdzx.
() Mm\N9z " dy M

Pisimo

/bMPdm:/ A-dr, A= (P0,0)
=1lim > A(rg) - (7 — 1)
=lim > P(&k, 7k, )@k — T4-1)
=lim) ( (& s f(Ehsi) ) (@ — Tr—1) + O(yk — yk—l))
— /c P(z,y, f(z,y))dz.
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Pokazali smo

/W Pdr = / P2y, f(w,y))do

Uporabimo Greenovo formulo v ravnini:

/* (z,y, f(z,y))d //*ay (=9, f(z, )))dwdy:
// *([“)P 8P gg)dxdy.

Ce pokazemo

] G o )= [ (G- ) o

potem sledi, da je © vzporeden (%, g—i, —1). V situaciji na zgornji sliki je

Izracunajmo

oP oprP oP — oP 1 .
//M (auy — 8—yuz) dS = // (82 ‘V| — 6_y7> |V|dxdy
B of oP  OP
- [ (55 - 5 ) ae

kar dokaze enacbo (*2).

S tem smo dokazali enakost (x1). Ostali dve analogni enakosti dokazemo na
enak nacin. Vsota vseh treh dokaze Stokesovo formulo za enostavne ploskve.
Splosnejse ploskve pa razkosamo in upostevamo, da se krivuljni integrali po

rezih med seboj iznicijo. (Il

Zgled: Izracunaj integral

/ zy?22dx + 2%y dy + 2%y’ 2dz,
c
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kjer je £ parametri¢cno podana kroznica,

Slika 5.18: Kroznica £ lezi v ravnini z = 5

Naj bo M krog z robom bM = L v ravnini z = 5. Vektor 7 kaze v smeri

z-o0si, torej 7 = (0,0,1). Ker je

—

F = (zy®2%, 2%y2*, 2°y*2),

rot F = (2z%yz — 222yz, 22y%2 — 2a1°2, 20y2° — 2xy2%) = (0,0,0),

in od tod

/ ﬁ~dF:// (rot F) - 78 = 0.
bM M

Torej je fL xy?22dx + 22y22dy + 2?y?2dz = 0. O
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5.5.4 Brezkoordinatna definicija rotorja

Spomnimo se: fﬁﬁ - dr pomeni delo v polju sil F po usmerjeni krivulji L.

o= [ A
I

Izracun je

’111

t)dt

F (7 ( f ) |7(t)|dt
( ) Vi (t) + (t)2dt

/ tang. komp. vekt. polja vzdolz £)ds
c

kjer je 7 regularna parametrizacija, o <t < .

Definicija 54 Naj bo F gladko vektorsko polje razreda C' na prostorskem obmocju

D. Ce je L sklenjena usmerjena krivulja, imenujemo

/de+Qdy+Rdz:/ﬁ~dF
L L

cirkulacija vektorskega polja F vzdolz L.

j{ﬁ-dﬁ
L

ce zelimo poudariti, da je krivulja £ sklenjena.

Opomba: Vcasih pisemo

Opomba: Tangencialna komponenta vektorskega polja F je ves cas pozitivna,

zato bo tudi cirkulacija pozitivna, t.j. [, F - dr >0, slika 5.19.

F

Slika 5.19: Cirkulacija je pozitivna
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Tangencialna komponenta vektorskega polja F je na desni ves ¢as pozitivna,
na levi strani pa ves Cas negativna, zato cirkulacija enaka 0, t.j. fL F.di = 0,

slika 5.20.

Slika 5.20: Cirkulacija je enaka 0

Naj bo T € D in M majhna ploskev, npr. disk, ki vsebuje T'. Stokesov izrek

/ﬁ~dF:// (rot F) - 7dS
C M
T

< p(M)[(rot F) - 7] .,

pravi

T po izreku o povprecni vrednosti, torej

. 1 .
(rot F) - v *:—fF-dF
[ o =500 £,
in zato, ko M — T, zaradi zveznosti funkcije (rot ﬁ) -7, je

N S 1 2o
[(rotF)-y]T—AllanTW/cF-dr.

To je komponenta rot F' v smeri U, zapisana neodvisno od koordinat. Tako bi

rotor lahko tudi definirali.

5.5.5 Neodvisnost krivuljnega integrala od poti

Obmogje je odprta povezana mnozica v R3 (vsaki dve tocki obmo¢ja je mogoce
povezati s poligonsko érto).

Krivuljni integral

/ﬁ-df:/de+Qdy+Rdz
L L
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je v splosnem odvisen od F in ge od poti £ po kateri integriramo.

Zanima nas kdaj je morda na D krivuljni integral [ Lﬁ - dr’ neodvisen od
poti, t.j. za poljubni tocki A, B € D in za poljubno odsekoma gladko pot £ C D
z zacetno tocko A in konéno tocko B, je integral fﬁ F - di odvisen le od A in B,

ni¢ pa od poti, ki povezuje A z B.

Izrek 39 Naj bodo P,Q, R zvezne funkcije na obmocju D v prostoru R3. Tedaj

je na D integral
/Lde—i—Qdy—i-Rdz (:/Lﬁdﬁ F= (P,Q,R))
neodvisen od poti natanko tedaj, ko obstaja na D neka skalarna funkcija
(z,y,2) = ulz,y,2),

da polje F= (P,Q,R) = gradu, t.j.

ou ou ou
P = — = — R = —
ox’ @ oy’ 0z
oziroma (kar je isto)
Pdx + Qdy + Rdz

je totalni diferencial funkcije u. V tem primeru imenujemo funkcijo u potencial

vektorskega polja F.

Dokaz: (=) Naj bo fL Pdx + Qdy + Rdz neodvisen od poti. Fiksirajmo tocko
A = (20,0, 20) € D in za poljubno tocko B = (x,y, z) € D definiramo
u(z,y,z) = Pdx + Qdy + Rdz,
Cas
kjer je Cap pot v D z zacetno tocko A in konéno tocko B. Funkcija u je dobro
definirana, saj je na$ integral odvisen le od (z,v, z), ni¢ pa od poti Cap.

Pokazemo, da za na$ u velja

ou ou ou
~“_p el
Ox ’ Ay

=Q,

povsod na D.
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Slika 5.21: Pot Cap in daljica Lp¢

Dodamo k C4p Se daljico od B do C, C' =

(x 4+ h,y, 2), t.j. daljico v smeri

z-0si z zacetno tocko B in konéno tocko C'. Jasno je

L et
Lac Lap Lpc

Torej

u(z+ h,y,z) =ulx,y,z) + Pdx + Qdy + Rdz.
Lec
Parametrizirajmo daljico Lpc.
=1t y=y, 2=2
z<t<z+h
T = y=0, 2=0

Torej

Lpc

x+h
de+Qdy+Rdz:/ (P(t,y,2)- 1+ Q-0+ R-0)dt

/ ty, t

P(&,y,2) - h,

(T po izreku o povprecni vrednosti), kjer je x < & <z + h. Od tod pa sledi

u(z+ h,y,z) —u(x,y,z) = hP(&,y, 2),

kjer je x <& < x + h. Zato

1
h

(’U,(LL‘ +h,y,z) —u(z,y, z)) =

P(¢ x,2)
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v limiti

1 .
%&I}JE(U(I'—Fh,y,Z) _u(x7yﬁz)) - 217,1—>InO P(§7x7z)
—z

= lim P(&, 2, 2)

E—x

= P(z,y,2),

(x zaradi zveznosti P), torej g—g(x, y,2z) = P(z,y, z). To velja za vsak (z,y,z) €

D. Podobno pokazemo Se za g—z =@ in g—z = R.
(<) Naj bo
ou ou ou
P=—, R=— = —
ox’ oy’ 0z

na D in naj bo L ap gladka pot od A do B. Parametrizirajmo L 4p

z=uz(t), y=y), z==z(>1t), a<t<p,

torej

/CAB Pdz + Qdy + Rdz = /j (%(w(t), y(t), z(t)) & (t)+
+ S0, (0), 50)3(0) + 52 w0900 2(0) 200 )
= u(@(8),y(8), 2(8)) — u(w(a), y(a), 2(a))
— u(B) — u(A)

Sklep: Ce je F' potencialno polje, t.j. P = 9% Q = 9%, R = %%, tedaj je

krivuljni integral f,c F - dF na D neodvisen od poti. Ce je £ pot od A do B v
D, je

/ F . di = Pdz + Qdy + Rdz
Lap

Lap

= u(B) — u(A).

Na enak nacin dokazemo analogen izrek za ravninska obmocja.

Izrek 40 Naj bosta P(z,y), Q(x,y) zvezni funkciji na obmocju D v ravnini.

Tedaj je na D integral
/ Pdx + Qdy
c
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neodvisen od poti natanko tedaj, ko obstaja na D funkcija u, da je P = g—g m
Q= g—; na D.

Opomba: Ce je polje sil F na obmocju v prostoru tako, da je F = grad u, mu

pravimo potencialno polje ali konservativno polje. Potencial u se tedaj imenuje

/ F.dr
LaB

je tedaj neodvisno od poti Lap od A do B in je enako spremembi potencialne

potencialna energija. Delo, t.j.

energije u(B) — u(A).

Opomba: Krivuljni integral fﬁl*:” - dr’ je neodvisen od poti na D natanko

/ﬁ-dF:O
C

tedaj, ko je

po vsaki sklenjeni poti C C D.

Vemo tole: Ce je integral polja F na D neodvisen od poti, je F= grad u na
D in zato rot F = 0 na D. Vemo tudi: Ce je obmoc¢je D zvezdasto in rot F =0
na D, tedaj obstaja u na D, da je F = gradu. Torej za zvezdasta obmocja je
rot F =0 potreben in zadosten pogoj, da je polje potencialno, t.j. F = grad u

na D. Za splosna obmocja pa to seveda ni res.

Zgled: Naj bo D = R3\ {z-0s} in naj bo F = (P,Q, R), kjer je

—y T
= "= =———, R=0.

x2 + y2 ’ Q 2 + y2 ’
Pokazi, da je rot F = 0 na D in pokazi, da polje ni potencialno na D tako, da
pokazes, da

j'{ F.di#0
c

za kroznico x = cost, y = sint, z =0, t € [0, 27).

Torej

Oy 0z 0z Oz’ dx Oy
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in

2
% Foar? / (—sint,cost,0) - (—sint,cost, 0)dt
c 0

27
[
0

= 27.

(x) v polarnih koordinatah: F = (—sint, cost,0), di = (—sint, cost, 0).

Vprasanje: Za kaksna obmocja pa je res, da iz rot F' = 0 na D sledi, da je
F = gradu za neko funkcijo u. Ce bo na vsako sklenjeno krivuljo C mogoce
znotraj D napeti ploskev S, bo iz pogoja, da je rot £ = 0 sledilo fcﬁ dr =
[ rot FdS = 0. Torej bo po vsaki sklenjeni krivulji [, F - d = 0, t.j. krivuljni

integral neodvisen od poti oz. polje je potencialno F= grad u.

Definicija 55 Obmodje D v prostoru je enostavno povezano, ce lahko vsako

sklenjeno krivuljo v D v tem obmocju zvezno deformiramo v tocko.

,votla krogla”

Ny
@ i
e ©
|
JE enostavno NI enostavno JE enostavno
povezano povezano povezano

Slika 5.22: Obmocji D in D3 sta enostavno povezani, obmocje Do pa ni

Izrek 41 Naj bo obmocje D v prostoru enostavno povezano in naj bo F gladko
vektorsko polje mna D, za katerega je rot F' = 0 na D. Tedaj je F potencialno

polje, t.j. F= gradu na D.

Dokaz: (Skica.) Idejo dokaza smo razlozili ze zgoraj. Obmocje D je enostavno
povezano, t.j. na vsako sklenjeno krivuljo C v D lahko napnemo ploskev S. 1z

rot F =0 in Stokesovega izreka sledi

/ﬁ.dfz/rotﬁ~d§:o.
C S



216 POGLAVJE 5. VEKTORSKA ANALIZA

Po vsaki sklenjeni krivulji je torej [, F-di =0 oz. Iz F - d7 je neodvisen od

poti. Po izreku je F= grad u. 0

Izrek 42 Ce je obmocje D v ravnini enostavno povezano in (P,Q) gladko vek-

torsko polje, za katero je %—g = %—5 na D, tedaj je polje F na D potencialno,
torej
ou ou
P=— = —
Ox’ @ Oy
za neko funkcijo u.
Opomba: Obratno pa vedno velja, t.j. za
ou ou
P = = = -
Ox’ @ Oy

je



Poglavje 6

Kompleksna analiza

6.1 Kompleksna stevila in funkcije

6.1.1 Kompleksna sStevila

Kompleksna Stevila so urejeni pari realnih Stevil, med katerimi sta operaciji

seStevanja in mnozenja definirani takole

(a,b) + (c,d) = (a + ¢, b+ d)

(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, bc + ad).

Za seStevanje in mnozenje veljajo enaki zakoni kot za ra¢unanje z realnimi Stevili.
Enota za mnozenje je (1,0). Kompleksno stevilo (0, 1) imenujemo imaginarna
enota in ga oznac¢imo z 7. Med kompleksnimi stevili vidimo realna stevila kot
tista, ki so oblike (a,0). Na teh operaciji seStevanja in mnozenja sovpadata z

obicajnima operacijama med realnimi stevili

(a,0) 4 (b,0) = (a + b,0)

(@,0) - (b,0) = (ab,0),

tako da lahko zapiSsemo kar
(a,0) = a.

217
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Imaginarna enota ima lastnost, da je

i2 = (07 1) : (07 1)
=(-1,0)
=-1.
Ce je (a,b) kompleksno stevilo, pisemo tudi
z=ua(1,0)+b(0,1)
=a+ bi.
Recemo lahko, da so kompleksna stevila stevila oblike z = a + bi, kjer je ¢ imag-
inarna enota. S kompleksnimi Stevili ra¢unamo tako kot bi ra¢unali z realnimi

stevili, le upostevati moramo, da je 1% = —1.

Ce je z = a + bi, imenujemo a realni del tevila z in b imaginarni del stevila

a=Rez

b=Imz.

Spomnimo se $e nekaj ze znanih pojmov,

konjugirano stevilo stevilu z

enakosti

zZ+Z
R =
ez 5

z2—Z
Imz= —
21

absolutna vrednost kompleksnega stevila

2| = Vzz
=Va?+ b2,
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za z,w € C velja

|2 - w| = [z] |w],
ERE
wl fw]’

2+ w| < [z] + |wl,
|2+ w| > [2] = wl],
2] = =],

V kompleksni ravnini par (a,b) € C ponazorimo s tocko. Naj bo z = z + iy
kompleksno stevilo. Pigimo r = |z|, x = cos¥ in y = sind. Kompleksno Stevilo

z zapiSemo v t.i. polarnem zapisu
z=r(cos? +isind).

Stevilo 9 imenujemo argument kompleksnega stevila z # 0 in pisemo ¥ = arg z.
Doloceno je do celega mnogokratnika 27 natanéno. Obicajno ga izberemo iz

intervala [0, 27). Torej je
z = |z|(cos ¥ + isind),

kjer je ¥ = arg z.

6.1.2 Riemannova sfera, stereografska projekcija

Vzemimo sfero S = {(z,v,2) : % + y? + 2% = 1} in tocko na sferi N = (0,0, 1).

Definiramo preslikavo ® : S\ {N} — C, ki je dana s predpisom

D(z,y,2) =

l_z(x—i—iy).

Inverzna preslikava preslikave @ je tako dana z

1

P! 2g) =
(z1 + ix2) P

(221, 2x2,xf + x% —1).

Preslikava ® : S\ {N} — C je bijekcija in zvezna v obe smeri, torej je homeo-
morfizem. Mnozica C je torej homeomorfna S\ {N}.

Preslikavo ® bi radi razsirili do homeomorfizma & — C U {co}. Tipitne
okolice tocke oo bodo slike majhnih okolic tocke N na sferi S, t.j. komple-

menti velikih krogov (s sredis¢em v izhodiséu) v ravnini C. Kompaktificirano
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ravnino C = C,, = CU{occ} dobimo iz C tako, da ,,dodamo neskonéno tocko”.

Imenujemo jo tudi Riemannova sfera.

Slika 6.1: Riemannova sfera

Opomba: Riemannova sfera je torej kompaktifikacija ravnine C (=2 R?) z

eno tocko.

Opombe o topologiji v C

Kompleksno ravnino € lahko identificiramo z R2. Naj bosta 2,z € C, pri

cemer z1 = x1 + Y1, 22 = T2 + iy2. Npr. d

d(z1,22) = |22 — 21]
=(z2 —21)2 + (y2 — 11)?

= d((z1,91), (x2,92))

je obicajna razdalja v R? in

D(a,r)={z€C:|z—a|l <1}

D(a,r)={2z€C:|z—a|] <r}

sta odprta in zaprta krogla z radijem r in sredis¢em v tocki a.

Zaporedja v kompleksnem: Naj bo {z,}, ., zaporedje v kompleksnem s

splosnim ¢lenom z, = x, + iy,. Rekli bomo, da {z,},- | konvergira k z, z =
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x + iy, ¢e za vsak £ > 0 obstaja ng, da je |z — z,| < £ za vse n > ng. Iz ze
znanega sledi, da {z,} -, konvergira k z natanko tedaj, ko {z, }, -, konvergira

k z in {y,} -, konvergira k y.

Definicija 56 Odprta mnozica P C C je povezana, ce je ne moremo zapisati

kot unijo dveh disjunktnih nepraznih odprtih mnoZic.

Opomba: To je res natanko tedaj, ko lahko poljubni tocki iz P povezemo s

poligonsko ¢rto, ki vsa lezi v P.
Definicija 57 Neprazno odprto povezano mmnoZico imenujemo obmodje.

Opomba: Ce je P poljubna odprta mnozica, se vsaka maksimalna povezana
odprta podmnozica mnozice P imenuje komponenta. Dve razliéni komponenti

sta vedno disjunktni. Vseh komponent je najve¢ Stevno mnogo.

Proucevali bomo funkcije s podmnozic kompleksnih stevil v kompleksna
stevila. Na take funkcije glede pojma zveznosti in limite lahko gledamo kot

na preslikave s podmnozic R? v R2.

Definicija 58 Naj bo D neka mnozica kompleksnih stevil in f : D — C funkcija.
Funkcija f je zvezna va € D, ée za vsak e > 0 obstaja § > 0, da je |f(z)—f(a)| <

e ¢im je |z —a| <9, z€ D.

Definicija 59 Naj bo funkcija f definirana v neki okolici tocke a, razen morda
v tocki a. Stevilo A je limita funkcije f pri z — a, ¢e za vsak € > 0 obstaja

0 >0, daje|f(z) — Al <e &imjel|lz—al <0, z#a.

Opomba: Operaciji z — Z in z — |z| sta obe zvezni preslikavi. Iz lastnosti

topologije sledi: ce je
f(z) = flz +1y)
= u(z,y) +iv(z,y),

pri cemer je

~
_|_
|
~
I
|

= Re f in v =
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je [ zvezna natanko tedaj, ko sta zvezni u in v. Torej natanko tedaj, ko sta

Re f in Im f zvezni funkciji.

6.1.3 Holomorfne funkcije

Definicija 60 Naj bo 2 odprta mnozica v C in f : Q — C funkcija. Naj bo

W obstaja. Tedaj to limito imenujemo odvod funkcije

a € Qinnajlim,_,,
f v tocki a. Oznacimo jo z f'(a). Ce f'(a) obstaja za vsak a € Q imenujemo
funkcijo f holomorfna funkcija (ali analiticna funkcija) na Q. Druzino

vseh holomorfnih funkcij na Q oznacimo s F ().

Opomba: Torej
i £G) = 1@)

z—a zZ—a

= f'(a)
pomeni, da za vsak € > 0 obstaja § > 0, da je

f(z) = f(a)

s —a _f/(a) <kg,
¢im je 0 < |z — a| < 4. Torej, ¢e je
TELZT@ () = o),

je
f(z) = fla) + f(a)(z = a) + n(2)(z — a),
kjer n(z) — 0 pri z — a. Torej iz obstoja f'(a) sledi zveznost funkcije f v tocki

a, saj je desna stran enacbe

f(z) = f(a) = f'(a)(z — a) +n(2)(z — a)

poljubno blizu 0, ¢e je le z dovolj blizu a.
Opomba: Holomorfnost je odvedljivost v kompleksnem smislu.
Opomba: Ce je f,g € A#(Q), je: (fxg) € H(Q), (f-g) € #(Q) in veljajo

obi¢ajna pravila za odvajanje. Velja tudi (f/g) € (2 \ {tam, kjer je g = 0}).

Dokazi so enaki kot v realnem.
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Opomba: Kompozitum holomorfnih funkcij je holomorfna funkcija tam, kjer
je definirana. Torej, ¢e je f € H(Q), f(Q) CQy, g€ (1) inh=gof, tedaj
je h € Z(Q) in velja

kot pri realnih funkcijah.

6.1.4 Cauchy-Riemannove enacbe
Izrek 43 Naj bo funkcija f holomorfna na odprti mnozici Q. Ce pisemo
f=u-+iv,

tj.
fa,y) = u(z, y) +iv(z,y),

kjer je x 4+ 1y = z, imata funkciji u in v parcialne odvode prvega reda na 2 in

velja
ou_ o0
or Oy
ou_ o
oy  Ox

povsod na 2. Ta sistem enacb imenujemo Cauchy-Riemannov sistem enacb.

Dokaz: Naj bo f v tocki zg = x¢+1iyg odvedljiva v kompleksnem smislu. Tedaj

im [z +iy) — f(xo + iyo)
atiy—zotiyo (T + 1Y) — (w0 + iyo)

obstaja in je enaka f'(xg + iyp). Torej

lim flz0+ H) — f(20)
H—0 H

= f'(z0).
Izberimo realen h in postavimo za H enkrat h, enkrat pa ¢h. Sledi

f(zo+h) — f(20) f(z0 +1ih) — f(z0)

. _ . _ /
Hog, h = ih = /(o).
Torej je
lim u(zo + h, yo) — u(zo,yo) n Z.U(xo + h, yo) — v(Zo, Yo) _
h—0 h h
_ i (0. %0 1) — (@0, g0) | ;v(wo, yo + h) — (o, yo) 7
h—0 ih ih
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pri cemer smo upostevali zo +h = (g + h, yo) in 2o +ih = (zg,yo + ). V limiti

dobimo

O .0+ 92 (0,10) = + o (0, 0) + o (0, 30)
or Lo, Yo Zax Lo,Y0) = i Oy 05 Yo By Lo, Yo

= =i 2% a0, 30) + (2o, 0)
= dy Lo, Yo By Lo, Yo

= f’(io,yo)-

Od tod sledi, da vsi parcialni odvodi obstajajo in velja

Ou v
dr Oy
Ju  0Ov
dy  ox

Zgled:

1. f(2) =c. f je holomorfna na C.

2. f(2) = z. f je holomorfna na C, saj

lim fz+h)— f(2) ~ lim z+h—z
h—0 h—0 h
= lim 1
h—0
=1.

3. Polinomi v C so holomorfni povsod na C.

4. Kvocienti polinomov so holomorfni povsod na C, razen tam, kjer ima
imenovalec niclo, npr.

f) =2

je holomorfna na C\ {(0,0)}.
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6.1.5 Vrste s kompleksnimi ¢leni

Vrsta 21 + 29+ 23+ . .., 2; € C pravimo, da konvergira, ¢e zaporedje delnih vsot
S1 =21, So = 21 + 22,. .., Sp = 21 + 22 + ...+ 2zn,. .. konvergira. Veljajo enaka

pravila kot za vrste z realnimi ¢leni, z enakimi dokazi.

Z(zn—i—wn) = ZZ"+ an
n=1 n=1 n=1
i AZp = A i Zn,
n=1 n=1

Vrsta z1 4 22+ 25 + . . . se imenuje absolutno konvergentna, ¢e |z1|+ |z2| + |23| +
... konvergira. Ce vrsta absolutno konvergira je konvergentna in njena vsota
ni odvisna od vrstnega reda clenov. Konvergenéne kriterije znane za vrste s

pozitivnimi ¢leni uporabimo tukaj za vrste iz absolutnih vrednosti.

6.1.6 Funkcijske vrste v kompleksnem

Tudi za funkcijske vrste s kompleksnimi funkcijami veljajo enake lastnosti kot
za vrste z realnimi funkcijami. Posebej bo pomembna enakomerna konvergenca
funkcijske vrste.

() wi(z) +ua(z) + ... ze€D

Vrsta konvergira enakomerno na D, ¢e zaporedje {s,(z)} njenih delnih vsot kon-
vergira enakomerno na D, t.j. ¢e za vsak £ > 0 obstaja ng, da za vse n > ng
in vse z € D velja |s,(2) — s(2)| < e. Pri tem je s(z) = limy o0 Sn(2) =

chzl up(2).

Velja Weierstrassov M-test (majorantni kriterij). Naj bo dana vrsta (). Ce
je |ui(z)] < M;, (2 € D) za vse i € IN in e vrsta -, M, konvergira, tedaj je

vrsta (*) enakomerno konvergentna na D.

6.1.7 Potencne vrste

Potencna vrsta je vrsta oblike

cote(z—a)+e(z—a)+...,
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kjer so a in ¢, c1, C2, . . . kompleksna Stevila. Kot v realnem velja naslednji izrek.

Izrek 44 Naj bo dana potencna vrsta
(¥) co+eci(z—a)+ca(z—a)+...

Obstaja R, 0 < R < o0, da vrsta (x) konvergira absolutno na D(a,R) in
enakomerno na vsakem zaprtem krogu D(a,r), r < R in divergira, e je z ¢

D(a,R). Ta R imenujemo konvergenéni radij vrste (x). Velja

1
= lim sup {/|cy|.

n— oo

Dokaz: Podobno kot v realnem. Il

Definicija 61 Naj bo © odprta mnoZica in f : Q — C funkcija. Pravimo, da je
v okolici tocke zy € Q0 mogoce f razviti v potenéno vrsto, ce obstajajo r > 0 in

0, C1, - .. (seveda odvisni od zy), da je
e .
flz)= ch(z —2z0)), z¢€D(z0,7),
j=0
t.J. ta vrsta konvergira na D(zo,r) in njena vsota je za vsak z € D(zo, 1) enaka
f(2).

Izrek 45 Naj bo
flz)= chz”7 |z <7,
n=0

t.j. naj vrsta konvergira na D(0,r) in njena vsota naj bo enaka f(z). Tedaj je

[ odvedljiva v kompleksnem smislu in velja
f(z)= chnz”_l, |z| <.
n=1
Dokaz: Ker je lim,, o, {/n =1 (glej Analiza I), je potem

lim sup |e,|Y™ = lim sup (|ncn|1/("_1))
n— oo n— oo

= lim sup (" Vnle, |/ 7Y
n—oo

= lim sup |e,|V/ Y.
n— oo
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Torej sta konvergenéna polmera vrst ZZO:O Cp2"in Yy 0 ncnz" ! enaka. Torej
vista 0 ncp,z" ! zagotovo konvergira za vse z, |z| < r. Oznacimo njeno

vsoto z g(z). Naj bo |w| < r. Izberimo p, |w| < p <.

2 onegCnZ" = 3 g Catt” _ 2pe Cn (2" —w")

Z—w Z—w

Ce je z # w, je

:ﬂﬂzlﬂﬂ—gmo=§i%<?;5%1‘"”W&)

zZ—w
n=1

Naprej
(z—w)(z"?+22"Pw+ .. 4+ (n—2)20" 7 + (n— Dw"?) =
=" 22" 2w+ (n - 2) 22w T
4+ (n = 1)zw" ™2 — 2" 2w — 22" Bw? —
coi—=(n =2 20" % = (n — D" !
=" " w4z ™ — T
2" ="

= — —nhw
zZ—w

n—l.
Pri|z| < pje

|22 422" Bw 4+ (= Dw" 2 < p" 2124 Fn—1)

n—2n(n — 1)
2

in zato
f(z) = f(w)

1 o0
—g(w)| < |z —w|= enln(n —1)p" 2.
LT g < 1= wlg Y Jealntn — 1)
n=2
Naga originalna vrsta Y ¢,z" konvergira za |z| < r. Torej konvergira ab-
solutno za |z| < r, torej vrsta > |cn|p"™ konvergira za vsak p, 0 < p <
r. To pa je potentna vrsta z realnimi koeficienti. Vemo ze, da lahko tako

vrsto ¢lenoma odvajamo. Po dvakratnem odvajanju ugotovimo, da je vrsta

S, len|n(n — 1)p"~2 konvergentna za 0 < p < r. Ce je

1 & -
M = §Z|cn|n(n—1)p 2
n=2

je torej
'f (2) — f(w)

—mwﬂsw—wMI
Z— W
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Pri z — w gre desna stran proti 0, zato gre tudi leva stran proti 0. Torej je res

zZ—w Z — W
torej je f res odvedljiva na |w| < rin f'(w) = g(w) za vse |w| < r. O

Posledica 16 Vsota konvergentne potencne vrste je torej holomorfna funkcija.
Odvod te funkcije dobimo tako, da vrsto ¢lenoma odvajamo, t.j.

(Z cn(z — a)”) = Z nen(z —a)" "t

n=0

Posledica 17 Naj bo [ funkcija na odprti mnozici Q@ C C, ki jo je mogoce v
okolici vsake tocke zg € 2 razviti v potencéno vrsto. Tedaj je f holomorfna na Q.
Dalje, f ima na 2 odvode vseh redov. Vsi ti odvodi so holomorfne funkcije na €2
in vsakega od njih je mogoce v okolici vsake tocke zg € Q razviti v konvergentno

potencno vrsto.
Dokaz: Zaporedoma uporabljamo zgornji izrek. O

Posledica 18 Ce je

je

P (z) = Zn(n —1)--(n—k+1ea(z—a)" %, z€Dla,r).

n=~k

Od tod sledi

fla)=co
fla)=a
f”(a) = 2!02

™ (a) = nley,
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torej
co = f(a)
a1 = f'(a)
1 1
C2 = if (a)

Cp = %f(”)(a).

Torej so z vsoto potencne vrste, ki konvergira na D(a,r), njeni koeficienti

enoli¢no doloceni.

6.1.8 Elementarne funkcije v kompleksnem
Eksponentna funkcija

Definicija 62 FEksponentna funkcija z — e* je definirana z vrsto

2 23

Z._ ZLE
e .—1+z—|—2!+3!—|—..., z € C.

Opomba: Vrsta konvergira (absolutno) pri vsakem z.

Zn+1
(n+1)! 1 12| = 0 . .

- = z pri n 00,
|Z—} n+1

n!

za vsak z. Torej je vrsta 1+ |z| +|22|/2! + ... konvergentna. Definicija je dobra

za vsak z.

Opomba: Po zgornjem izreku je z — e® holomorfna povsod na C in

2 !
(e*) = <1+z—|—%—|—...>

2

=1 z

= e,

Torej (%) = e® za vse z € C.

Izrek 46 Za poljubna z,w € C velja
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Dokaz: Naj bo f(z) = e ?e*™™ za fiksen w. Tedaj je f'(z) = —e %e*T% +
e et = (. Funkcija f je torej holomorfna na C in f = 0. Torej, ¢e je

f=u+iv, u,v € R, je

T Oz Oz
R
Cdy Oy
=0.
Torej
ou ov
—=0, —=0
Ox T Ox ’
ov ou
— =0, — =0
Oy Ty

Od tod sledi, da je u = konst. in v = konst.. Sledi f(z) = ¢, ¢ = konst.. Torej
je f(z) = f(0) za vse z € C, t.j. e #e*T = f(0) = e¥ za vse z € C in zato
e*TW = ee¥ za vse z,w € C. O

Funkciji sinus in kosinus

Definicija 63 Vrsti

) 23 2P
s1nz=z—§+§ , 2z€eC,
2 4
z z
cosz:1—§+g—..., zeC

konvergirata povsod na C. Od tod sledi

cosz+isinz =e*, ze€C.

Torej je
sinz = 2% (eiz — e_iz) ,
cosz = % (eiz + e_iz) .
Velja tudi: (sinz)’ = cosz, (cosz)’ = —sinz. Ce je z = z + iy, je
0% — Tty
— e

= e“(cosy + isiny).
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Opomba: Za z =t, t € R, so zgornje funkcije ze znane iz Analize 1. Torej
Ree® = e” cosy
Ime®* =e”siny.

Pri tem je

le*] = |e®(cosy + isiny)|

= \/(e* cosy)? + (e* siny)?
G

= €.

Torej |e*| = eRe? (#£ 0 za vse z € ©).

Kdaj pa je e* = 17 Torej
e*(cosy +isiny) =1,
tedaj, ko e*cosy = 1 in e*siny = 0. Sledi = 0 in y = 2kw, k € Z. Torej
e” = 1 natanko tedaj, ko je z = x 4+ 1y = 0+ i2km oz. z = i2km, k € Z.
Logaritemska funkcija

Za vsako kompleksno stevilo z € €\ {0} obstaja neskoéno mnogo kompleksnih
stevil w, da je e = z. Ce je w = z+1iy in z = re’®, je to mogoce natanko tedaj,
ko je e = r, torej x = log|z| in y = ¢ + 2kw. TakSnemu Stevilu w pravimo
logaritem Stevila z in piSemo

w =log|z| +iargz + 2kmi, k€7,

t.j. natanko vsi taksni w, za katere je e = z.

zZ =€

6w+2k7‘ri

Glavno vejo logaritma obicajno definiramo na C brez negativne realne osi,

= Teiw7 Y e (_ﬂ-’ﬂ-)7

log z = log | 2| + i¢.
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6.2 Cauchyjev izrek

6.2.1 Integrali po poteh v C

Pot v kompleksni analizi bo odsekoma zvezno odvedljiva preslikava z intervala
[a, B] v C, torej v(t) = x(t) + iy(t), kjer sta x,y odsekoma zvezni funkciji na
[a, B]. Pot je sklenjena, ce je y(a) = v(3). Zalogo vrednosti poti (tir) oznacimo

Z k.

Definicija 64 Naj bo v gladka pot in naj bo | zvezna (kompleksna) funkcija na

vx. Definiramo

J e

8
o= [ soorion

8
= / fz(t) +iy(t) (&) + iy(t))dt

- / fdz + (if)dy

Opomba: Ce smer poti obrnemo, se integral pomnozi z —1.

Opomba: Ce je v odsekoma gladka, je integral enak vsoti integralov po

posameznih gladkih odsekih.

Integral po usmerjeni gladki krivulji

Naj bo z = z(t), y = y(t), t € [a,8], 2z = = + iy(t) = ~(t) regularna
parametrizacija krivulje £, z(a) + iy(a) zacetna in x(8) + iy(8) konéna tocka.

B
/f(z / fz@) +iy@®) (&(t) + iy(t))dt
L a

Kot v realnem, je integral neodvisen od parametrizacije krivulje £. Kot prej je

[ 1z = [ paa+Gipyay
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Opomba:
B
[ 1| = | [ 6wy
.
/ £ ()] B dt
< a 2+ g(t)3de
=/ fgnz)ex*lf 2)[ Vi( y(t
s 10 [ VAR
dolzina poti vy
Torej

< max |f(z)]-dolzina(v).
f(z)€v=

L f(2)dz

Zgled: Najboa € C, r > 0, v(t) = a+ re’, t € [0,2n]. Parametrizirana

kroznica {z € C: |z — a| =1}, () = rie®

27

/ f(z)dz = fla+retyiredt
D(a,r) 0

Izrek 47 Naj bo 2 C C odprta mnoZica, F holomorfna funkcija na 2. Pred-

postavimo, da je F' zvezna na Q). Tedaj je

/ F'(2)dz = 0

za vsako sklenjeno pot v v Q.

Opomba: Kasneje bomo videli, da je F’ vedno zvezna. Se ve¢, videli bomo, da

je holomorfna.

Dokaz: Naj bo p: [a, f] — Q gladka pot.

B
/F’(z)dz:/ F'(p(t))p(t)dt
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Naj bo F=U+ iV in p = p1 + ip2. Oglejmo si

CF(0) = 5 (Um0.pa0) + 1V (1 (1), 22()))
= S (v6 )+Z%(V(p1<t>7p2<t>>)
(a—U <t>) i(Geho+ o)
10 (g—g(p1<t>,p2<t>> S (0.m0) ) +
#2500 (o (1 0,00) + 151 (10200
=pi(OF (p(t)) + iy () F (p(t)),
kjer smo upostevali 2% = fg_g in g_g = —2Y Sledi
LR (1) = F'(p(0) (5 (1) + (1)
= P/ () (1)
Torej je

Il
Sl
~

!

e
s
—~~
=
SN—
~—
I
=

V primeru, ko je pot sklenjena, t.j. p(a) = p(5), je

/p F'(2)dz =

Posledica 19 Naj bo n € WU {0}. Ker je funkcija z — z™ odvod funkcije

O

Z ki je holomorfna povsod na C, je

/z"dz =0
~

po vsaki sklenjeni poti v v C zan € {0,1,...}.

n+1 ’

Posledica 20 Naj bon € {-2,-3,...}. Tedaj je funkcija z — 2™ odvod

funkcije z — ki je holomorfna povsod na C, razen v toc¢ki 0. Tedaj je

/z"dz =0
~

n+1 ’
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po vsaki sklenjeni poti v v C\ {0} zan € {—2,-3,...}.

Izrek 48 (Cauchyjev, za trikotnik) Naj bo Q C C odprta mnoZica in naj bo
A zaprt trikotnik, ki je vsebovan v Q. Naj bo p € Q toc¢ka in naj bo f zvezna

funkcija na Q, holomorfna na Q\ {p}. Tedaj je

/bA F(2)dz = 0.

Slika 6.2: Zaprt trikotnik A C Q

Opomba: Kot vedno, tudi bA pozitivno orientiramo. Sestavljen je iz treh
daljic. Kasneje bomo videli, da iz predpostavk sledi, da je f holomorfna povsod

na 2 (sedaj tega Se ne vemo).

Dokaz: Najprej predpostavimo, da p ¢ A. Naj bo

J = /bA f(z)dz

in a, b, ¢ naj bodo oglisca trikotnika A. Naj bodo a’, b/, ¢’ razpolovisca stranic

trikotnika A.

Slika 6.3: Trikotnik abc

Oglejmo si Stiri na novo nastale male zaprte trikotnike. Velja

i / S IREE
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saj se po notranjih robovih malih trikotnikov integrali medsebojno izni¢ijo. Ab-
solutna vrednost vsaj enega od teh integralov je torej vsaj enaka |J|/4. Ce
bi namre¢ bili vsi Stirje po absolutni vrednosti < |.J|/4, bi bila njihova vsota
(po trikotniski neenakosti) manjsa od |J|. Ta vsota pa mora biti enaka .J.
Oznacimo tak trikotnik z A; in proces ponovimo. Na ta nacin dobimo zaporedje
vlozenih zaprtih trikotnikov, vsakega po stranicah pol manjsega od prejsnjega,

torej A D A1 D Ay D ..., daje {(bA,) = 5= L, kjer je L = £(bA) in

/bAn f(2)dz /bAnl f(z)dz

)

1
>
!

torej

>—, ne{l,2,...}

/bAn f(z)dz

Obstaja natanko ena tocka zg, ki lezi v vseh trikotnikih. Kako to vidimo:

Vsaj ena taka tocka obstaja, saj Ce je ne bi bilo, bi veljalo
ATNANA3N...=0

oziroma

AfuAfuUASU...=C.

Torej odprte mnozice AY, A, ... pokrivajo zaprt (omejen) trikotnik, ki je torej
kompakten. Obstaja torej konéno pokritje AY UAS U...UAS to pa je pro-
tislovje, saj npr. za A1 C A, App ¢ AYUAS U...UAC. Dveh razlicnih
tock zp, z{ pa ni, saj gre premer trikotnikov pri n — oo proti 0, pri tem pa

d(zo, () poljubno majhna. To pa je mozno le, ¢e zg = 2.

Opomba: Premer trikotnika je premer najmanjse krogle, v katerem je vse-

bovan trikotnik.

Jasno je zp € A C Q, torej je f odvedljiva v tocki zg, saj zo # p, f pa je
holomorfna na Q \ {p}. Torej za vsak £ > 0 obstaja r > 0, da je

f() = fz0)

Z— 20

— f'(20)| <&,
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¢im je |z — zo| < r, torej

|f(2) = f(20) = f'(20)(2 — 20)| < el(z — 20,

¢im je |z — z9| < r. Obstaja n, da je |z — zo| < r za vse z € A,. Za tan je
potem |z — zo| < 27"L za vse z € A,,. To pa zato, ker je razdalja od tocke v
A, do roba manjsa od obsega.

Po posledici zgoraj, je najprej

/ | oz = () / G

-0
/bAn ['(20)(z — 20)dz = f'(20) /bAn(z ~ 2)dz
= f'(z0) (/bAn zdz — /bAn zodz)
—0.
Torej je
/bAn f(z0)dz = /bAn (F(2) = f(20) — F'(20) (2 — 20))dz.
Oznac¢imo

®(z) = f(z) — f(z0) — ['(20)(z — 20).

Od prej vemo

(%) (%) T,
[@(2)] < |z —20] < 2—n€.

Zaradi (xx) sledi
L

/bAn D(z)dz

To pomeni, da je

|J] < 4"

/ f(z)dz
bAL
< 4n L L

T

=el?
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Torej smo za vsak ¢ > 0 pokazali, da je |J| < eL? To pa je mogoce le, ¢e je

J =0, torej
/ f(z)dz = 0.
bA

Naj bo sedaj tocka p oglisce trikotnika.

Slika 6.4: Tocka p je oglisce trikotnika abc

Velja

IREE

Po prvem delu dokaza je

/A f(z)dz = /A f(2)dz = 0.

/bA F(2)dz = /bA F(2)dz.

Funkcija f je v tocki p zvezna, torej je v neki okolici tocke p gotovo omejena,

f(z)dz + /

[ZANS

f(z)dz + / f(z)dz

bAg ey

a,x,y
Torej je

t.j. |f| < M. Sledi

< MU Dqay).

o P00

Pri tem je dolzinaA, ., poljubno majhna, ¢e sta tocki  in y dovolj blizu tocki

a. Sledi torej

/bA f(z)dz = 0.

Slika 6.5: Ce je tocka p na eni od stranic oziroma znotraj trikotnika
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]

Posledica 21 Naj bo Q odprta konveksna mnoZica in f holomorfna funkcija na
Q. Tedaj ima f na Q primitivno funkcijo, t.j. obstaja F, holomorfna na 2, da
je F'(z) = f(2) za vse z € Q.

Dokaz: Fiksirajmo a € Q. Ker je  konveksna (dovolj bi bilo ze zvezdasta),

vsebuje celotno daljico @z za vsak z € Q. Definirajmo

2) z/ﬁf(z)dz

Funkcija F' je dobro definirana. Za vsaka z, zo trikotnik A, . ., lezi v Q. Po

izreku zgoraj je torej

0= / F(Q)dc

azzo

ol

= F(z0) + f(C)dC — F(2).

Od tod sledi

() pomeni; Izra¢unajmo fm 1dz. Parametrizirajmo: ~(t) = zo + t(z — 20),

t €[0,1], 4 = 1(z — 20). Torej

1
/ 1dz=/ 1-1(z — z)dt
20,2 0
1
z(z—zo)/ dt
0

= Z — 20-
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Ker je f zvezna v zg, za vsak € > 0 obstaja § > 0, da je |f(¢) — f(z0)| < &, ¢im

je |¢ — 20| < 6. Ce je torej |¢ — zp| < 0, desna stran enaka

L max |£(0) — f(z0)|e(z577)

|z — 20| ¢€70,2

2 —lzo /Zoz (f(©) - f(Zo))d(’ <

< glz — 20| = e.
|z — zo]

Sklep: Za vsak £ > 0 obstaja § > 0, da iz |¢ — zg| < ¢ sledi

F(z)—F
‘ (Z) (ZO) _ f(ZO) < e
zZ— 20
Torej je
F(z)—F
lim £ = FGo) _p
zZ—20 zZ— 20
Ker je zg poljuben, je torej F'(z) = f(z) za vse z € Q. O

Opomba: Funkcija F iz posledice je razreda C!, saj ¢e je F' = U +iV, vemo,

da je

Ker je f zvezna na ( sledi, da so

U ou oV av
ox’ Oy’ 0Oz’ Oy

zvezne funkcije.

Kasneje bomo videli, da je vsaka holomorfna funkcija razreda C'. Zaenkrat

tega Se ne vemo in zato najprej dokazemo naslednji izrek.

Izrek 49 Naj bo F holomorfna funkcija na obmodcju Q in razreda C'. Naj bo
D omejeno obmocje z odsekoma gladkim lokom tako, da je DU WD C Q. Tedaj

velja

/b Pz =0,

Orientacija bD je (kot ponavadi) pozitivna.
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Slika 6.6: Obmocje D C 2

Dokaz: Uporabimo Greenovo formulo,

/b Pdm—i—Qdy—// (8Q alyj) dzdy,

ki velja, ¢e sta P in Q razreda C! v okolici DU bD. Ce je F =U + iV, je

/ F(2)dz = / (U +iV)(dz + idy)
bD bD

:/ (de—de)—i—i/ (Vdz + Udy)

2 [ (5= 5 e f] (5~ 5 )

() 2x Greenova formula. Funkcija F je holomorfna. Iz Cauchy-Riemannovih
enacbh,

ou _ov. . oU 9V

— == In —=-——

oxr Oy oy Ox’
sledi

O

Izrek 50 Naj bo vse kot v prejsnjem izreku, t.j. F holomorfna funkcija na
obmocju Q in razreda C*. Naj bo D omejeno obmodcije z odsekoma gladkim lokom
tako, da je DUDD C Q. Tedaj za vsak z € D wvelja

1 (©
F(z)—%/pg_zdc,

t.i. Cauchyjeva formula.

Dokaz: Fiksirajmo z, z € D. Funkcija ( — F(C) j

razreda C! na Q\ {z}. Njen odvod je W ki je zvezna funkcija na
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Q, saj je F razreda C'. Naj bo D' = D\ D(z,7), kjer je D(z,r), kot ponavadi,

zaprt krog s sredis¢em v z in polmerom r, ki je majhen.

Slika 6.7: Tocka z € D C 2

Po prejsnjem izreku je

FQ
/b/C_ZdC—7

(+) /bwdc—/b O e,

'DC_Z 'D(z,r)C_Z

torej

saj je bD' = bD + (— bD(z,7)).

Opomba: (x) velja za majhne r > 0. Naprej,

F(¢) F(z) F(¢) — F(z)
—=d( = —d ——d
/b'D(z,r) C -z C /bD(z,r) C -z C - /bD(z,r) C -z C
irett

2w it 2m )
= F(z)/ zreit dt —|—/ (F(z+re") — F(2))dt—-dt
0 re 0 re

kjer smo uporabili ¢ = z + re’, ¢ € [0,2x], ¢ = ire't.
Oglejmo si foh (F(z +re) — F(2))dt, kjer je F zvezna v tocki z. Od tod
sledi, da za vsak € > 0 obstaja § > 0,dajepri0 < r <6, |[F(z+re?t)—F(2)| < ¢

za vse t € [0,27], saj je |z +re’t — z| =r < 4. Torej je pri 0 <r < 4§

2m 2m
/ (F(z+re™) — F(z))dt‘ < / edt = 2.
0 0

Prir — 0 gre fo% (F(z+reit)— F(z))dt — 0. Ce torej v (x), ki velja za majhne

r > 0, r posljemo proti 0, v limiti dobimo

/ iOd( — F(2)27ri—0=0,
b

p(C—2
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oziroma,

F(z) = IA F) .

Opomba: Funkcijo

(>

imenujemo Cauchyjevo jedro.

Izrek 51 Naj bo F holomorfna funkcija na obmocju Q in razreda C'. Tedaj
ima F na Q (kompleksne) odvode vseh redov. Ce je D definiran, kot v prejsnjih

dveh izrekih, velja
! F©)
FM) () = n_/ %) 4
) 27 Jyp (€ — 2)"H “

za vse z € D, n € IN.

Opomba: Pri n = 0 je ta formula ravno Cauchyjeva formula za funkcijo F.

Dokaz: Vemo ze

F(z)= QL/ F(c) dac.

i Jop C— 2

Izracunajmo

Flz+h) - F(z) _11 : :
R g Lo (e )

s F(Q)
i €A - Gm)

Pri h — 0 integrand
F(¢)
(€= 2)(C—(z+h))

konvergira k

)
(€=2)(¢—2)
in sicer enakomerno za vse ¢ € bD. Zato integral
1 F(Q)

57 o (€ (C— 1R

konvergira pri h — 0 k
1 )

2mi v ((—2)°

dc.
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Torej je
F’(z) = }1111)% w
L[ PO

27 v (C—2)°

Videli smo, da lahko odvajanje po spremenljivki z nesemo pod integralski znak,

r0= (g fo )

t.j.

B 1 0 F(¢)
= omi Jyp B2 C— 2

"2 Jyp (C— 2)?

Za visje odvode velja isti premislek. Sledi
a\" 1 B n!
0z) \(—z) (¢—2)"H

n! F
F(n)(Z) = 5 /bD = (ZC))n-H dg,

za vse z € D, n € IN. [

oziroma

Od tod sledi da ima F odvode vseh redov na D. Ker pa lahko obmocje D

poljubno izberemo, sledi, da ima F' odvode vseh redov na 2.

Izrek 52 Naj bo funkcija f holomorfna na obmocju Q. Tedaj je f razreda C!
na 2.

Dokaz: Pokazimo, da je f razreda C' na vsakem disku A C Q. Ker je A
konveksen in f holomorfna na A ima f na A po posledici Cauchyjevega izreka
primitivno funkcijo F. Ta je seveda razreda C', saj je F' = f zvezna, zato ima
F po izreku 51 na A odvode vseh redov. Ker je f = F’, sledi da ima tudi
funkcija f odvode vseh redov.

V posebnem je f’ holomorfna, torej zvezna, kar pomeni, da je f razreda C*

na A. Ker je bil A poljuben, sledi, da je f razreda C' na €. 0
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Opomba: Od tod sledi, da vsi izreki 49-51 veljajo brez predpostavke, da je f

razreda C'. Ta predpostavka je namre¢ zaradi izreka 52 sama, po sebi izpolnjena.

Izrek 53 Naj bo f holomorfna funkcija na obmocju Q2. Tedaj ima [ na
kompleksne odvode vseh redov (ki so seveda holomorfne funkcije). Ce je D ome-
jeno obmodje z odsekoma gladkim robom, ki je pozitivno orientiran, tako da je

DUbD C Q, tedaj je

F(z) = ! /b F(C)dc, zeD.

Cauchyjeva formula. Naprej, za vsak n € N velja

FO () = 2 /bD #dg z€D.

T 2mi — z)ntl

6.3 Razvoj holomorfne funkcije v vrsto

Spoznali smo ze, da je vsota konvergentne potencne vrste holomorfna funkcija.
Torej, ¢e je na obmocju D mogoce funkcijo f lokalno razviti v potenc¢no vrsto
(t.j. za vsak a € D obstaja D(a,r), na katerem je f enaka vsoti konvergenéne
potenéne vrste > po  ck(z — a)¥), tedaj je f holomorfna na D. V nadaljevanju
bomo dokazali obrat tega, t.j. ¢e je f holomorfna na D, jo je mogoce na D

lokalno razviti v poten¢no vrsto.

Izrek 54 Naj bo 2 obmodcje in f holomorfna funkcija na Q. Naj bo a € €.
Tedaj je mogoce [ v okolici a razviti v konvergetno potencéno vrsto. Ta vrsta
zagotovo konvergira na najvecjem krogu D(a, R), vsebovanem v obmodcju Q in

povsod na D(a, R) je njena vsota enaka f(z).

Dokaz: Naj bo 2 obmocje in f holomorfna funkcija na €. Naj bo D(a, R) C €2,
tj. {z:]z—a] < R} C Q. Ker je D(a,R) UbD(a,R) C 2, po Cauchyjevem
izreku velja

F(z)zi/ Md(, z € D(a, R).

21 b'DC_Z

Naj bo 0 < 7 < R. Tedaj za z € D(a,r) velja

zZ—a

(—a

r
< =<1
R
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za vse ¢ € bD(a, R).

Torej je
1 1
G (qry Py
R
T al- =
1 1+z—a+ z—a 2+
(-a ¢(—a \(—a
majorizirana s konvergentno stevilsko vrsto (x)
2 C—ap
kjer je

(*):1+%+(%)2+...

Vrsta je za vsak fiksen z € D(a,r) na bD(a, R) majorizirana s konvergentno
potenéno visto Y. parr = %> (%), od koder sledi, da za vsak z € D(a,r)
vrsta konvergira za vse ( € bD(a, R). Kot v realnem, pri enakomerni konver-
gentni vrsti, lahko zamenjamo vrstni red integriranja in sumiranja. Torej za
vsak z € D(a,r) velja

1 = (z—a)"
f(z) f(<) (Z W) g

27 Jyp(a,R) frd

S (= —a)"
- (m /b O a)n+1dC>

(L FO N
B Z (27” /bD(a,R) (¢ —a)tt dC) ( )

n=0

> @) ),
n=0 "
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Ker je bil 7 > 0 poljuben, sledi, da vrsta konvergira za vsak z € D(a, R). ]

Opomba: Iz zgornjega oz. ze od prej, ko smo analizirali vrste, vemo: ce je

()
f(z) = S pyck(z —a)kf za z v okolici tocke a, tedaj je ¢ = ! k!(a) za vse

k € NU{0}. Torej je ta vrsta natanko (ze znana) Taylorjeva vrsta v komplek-

snem.

Opomba: Lahko se zgodi, da vrsta konvergira na krogu, ki je vecji od najvecjega

kroga vsebovanega v , npr. na D(a, p), kjer je p > R.

Izrek 55 Najbo Q2 C C obmocje in f holomorfna funkcija na Q). Najbo Z(f) =
{a € Q: f(a) = 0} mnoZica nicel funkcije f. Tedaj je f =0, t.j. Z(f) = Q
ali pa Z(f) nima stekaliséa v Q. V drugem primeru za vsak a € Z(f) obstaja

natanko eno naravno Stevilo m, ki je odvisno od a, da je

f(2)=(z-a)"g(2), ze,

kjer je g holomorfna funkcija na Q2 in g(a) # 0. MnoZica Z(f) je najvec §tevna.

Opomba: s je stekaliS¢a mnozice S, ¢e je v wsaki okolici U tocke s vsaj ena od

s razli¢na tocka mnozice S.
Opomba: Stevilo m, ki je odvisno od a, se imenuje red niéle a funkcije f.

Dokaz: Naj bo A mnozica stekalis¢ mnozice Z(f) C Q. Ker je f zvezna, je
A vsebovana v Z(f). Naj bo a € Z(f) in r > 0 tak, da je D(a,r) C Q. Po

zgornjem izreku je
flz)= Z en(z—a)", z€D(a,r).
n=0

Imamo dve moznosti: (i) ali so vsi ¢, = 0. V tem primeru je f = 0 na D(a,r),
torej D(a,r) C Z(f) in zato D(a,r) C A. (it) obstaja tak [, da je ¢; # 0. Naj
bo m najmanjsi od vseh takih I. Ker je a € Z(f), je f(a) = ¢co = 0. Sledi
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m > 1. Definirajmo

Tedaj je
f(z)=(z—a)"g(2), z€Q.
Jasno je g € A#(Q\ {a}). Po drugi strani je

g(z) = ﬁ (em(z —a)™ + emy1(z —a)" T +..)

:cm+cm+1(z—a)+cm+2(z—a)2—|—..., z #a,
kjer vrsta konvergira za vse z € D(a,r). Pri z = a pa je g(a) = ¢,,. Torej je
9(2) = cm + cmi1(z — a) + cmaa(z —a)® + ...

za vse z € D(a,r). Torej je g zagotovo holomorfna na D(a,r). Ker je g €
H(Q2\ {a}), sledi, da je g holomorfna povsod na €, tudi v tocki a.

Naprej, g(a) = ¢, # 0. Zaradi zveznosti g obstaja okolica U tocke a, v
kateri je g(z) # 0, z € U. Ker je f(2) = (z — a)™g(z), sledi, da je a izolirana
tocka nicelne mnozice Z(f). Ce je torej sluéajno a € A, tedaj mora nastopiti
prva moznost zgoraj, saj je v tem primeru a stekalis¢e nicel, torej ni izolirana
nicla, torej je Se nek D(a,r) C A. Sledi, da je mnozica A odprta. Po drugi
strani je mnozica A, mnozica stekali3¢ nicelne mnozice Z(f), zaprta mnozica,

saj je stekalisce stekalis¢ spet stekaliSce, torej vsebuje vsa svoja stekalisca.

Mnozica A je odprta v

ali je A=Q, torej f =0
Mnozica A je zaprta v ) » =

ali je A =0, torej Z(f) nima stekalisca v
Mnozica €) je povezana

Naj bo f # 0. Tedaj Z(f) nima stekalisca v Q. Obmocje Q izérpamo z

naraScajoc¢im zaporedjem
o0
QlCQlCQQCQQC...7 UQn:Qa
n=1
kjer so €2, odprte, Q,, pa kompaktne. Nacin kako to naredimo:

O, ={z € Q:z] <n, dist(z,bQ) > 1/n}.
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Ker mnozica Z(f) nima stekalisca v €2, vsaka od mnozic 2, lahko vsebuje
najve¢ konéno tock mnozice Z(f), sicer bi zaradi kompaktnosti Q, mnozica
Z(f) imela stekalisée v Q,,, torej stekalisée v , kar pa nima. V vsaki od Q2,11
je torej konéno tock. Ker je Q@ = Q41 U Q42 U. .. Stevna unija, je torej Z(f)

najvec Stevna. O

Posledica 22 (izrek o identi¢nosti) Ce sta funkciji f in g holomorfni na

obmocju Q C C in f(z) = g(z) za vse z iz neke mnoZice, ki ima stekalice v Q,

je f(z) =g(z), z € Q.

Dokaz: Funkcija h = f — g je holomorfna na €2, mnozica nicel funkcije h ima

stekalisce v Q, torej h =0 za vse z € Q, torej f(z) = g(z) a vse z € Q. O

Opomba: V tem primeru je nujno, da je  povezana. Ce ni, npr. Q1, Qs odprti,

Q=0,UQs, Q1 NQs =0, potem sta funkciji

0, ze€
fi(z) =
1, z€Qo
in
0, z€
fg(z) =
0, ze€

identi¢no enaki na  in nista identi¢no enaki na Qs (sta pa obe holomorfni).

Definicija 65 Naj bo Q2 obmocje, a € Q) tocka in funkcija f holomorfna povsod
na ) razen v toc¢ki a. 'V tem primeru pravimo, da ima f izolirano singu-
larnost v tocki a oz da je a izolirana singularna toéka funkcije f. Ce
f lahko dodefiniramo v tocki a tako, da bo dobljena funkcija holomorfna na
pravimo, da je singularnost odpravljiva oz. da je a odpravljiva singularna

tocka.

Izrek 56 Naj bo Q obmodje, a € Q tocka, f € H(\{a}) in naj bo za nekr > 0
funkcija f omejena v punktiranem disku D(a,r) \ {a} ={z:0 < |z —a| <r}.

Tedaj ima f odpravijivo singularnost v tocki a.
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Dokaz: Definirajmo

(z—a)’f(2), z€Q\{a}

0, z =a.

h(z) :=

Funkeija h je holomorfna povsod na Q\ {a}. V tocki a je
h(a + p) — h(a)

/ T
h(a) = 11)1_% .
_ i P (a+p)
p—0 p
=0.

Ker smo na D(a,r)\ {a} predpostavili omejenost, je |f(a+p)| < M za 0 < |p| <

r. Torej je h holomorfna povsod na €. Ker je h(a) =0 in h/(a) = 0, je torej
h(z) = colz —a)* +e3(z —a)® + ...

za vse z € D(a,r). Torej je

202+03(z—a)—|—04(z—a)2+...

za vse z € D(a,r) \ {a}.
Vrsta konvergira na D(a,r). Torej je vsota vrste holomorfna funkcija na
D(a,r). Torej ¢e dodefiniramo f(a) = ¢a, f postane na D(a,r) holomorfna

funkcija. 0

Opomba: Za funkcije R — R ne velja ni¢ podobnega. Primer f(z) = sin L,
z = 0 je edina tocka, kjer funkcija f ni definirana. Funkcija f je gladka na
R\ {0} in omejena na R, pa se je ne da dodefinirati v tocki 0 tako, da bi bila

dobljena funkcija odvedljiva (Se zvezna ne more biti).

Oznaka: Punktiran disk bomo oznacili

D'(a,r) :=D(a,r) \ {a}.

O moznih treh razliénih nacinih obnaganja holomorfne funkcije v okolici

izolirane singularne tocke pa govori naslednji izrek.
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Izrek 57 Naj bo Q obmodje, a € Q tocka, f € H(Q\ {a}), t.J. izolirana sin-

gularna tocka funkcije f. Tedaj velja natanko ena od naslednjih treh moznosti.
(1) Funkcija [ ima odpravljivo singularnost v tocki a

(i) Obstajajo (kompleksna) Stevila c1,ca,...,Cm, ¢m # 0, m € N, da ima

funkcija

ZHf(Z)—Z(zfika)k

k=1

odpravljivo singularnost v tocki a.

(iii) Ce je r > 0 in D(a,r) C Q, tedaj je f(D'(a,r)) gosta v vsej kompleksni

ravnini, t.j. vsaka tocka iz C je stekaliSce mmnoZice f(D’(a,r)).

Opomba: Ce velja (i), je torej mogoce v neki punktirani okolici D’ (a, p) tocke

a zapisati

kjer je g holomorfna v tej okolici, t.j.
m cx
f(z) = Z G_aF +9(2),

za vsak z € D'(a, p). V tem primeru pravimo, da ima f v tocki a pol reda m.
Vsoto ZZL:I (zf—’;)k imenujemo glavni del funkcije f v okolici tocke a.

V tem primeru je |f(2)| — oo, ko gre z — a, saj je
(z—a)"f(2)=cm+cmi(z—a)+...+ci(z—a)" "+ (2 —a)"g(2)
pri z = a gre (z —a)™f(2) = ¢m. Kerje ¢, #0in z —a — 0 pri z — a, je to
mogoce le, ¢e gre |f(z)| — oo pri z — a.
Opomba: Ce velja (i4i), tocki a pravimo bistvena singularnost funkcije f.
Dokaz: Denimo, da (iii) ne velja, da torej obstajar > 0, da mnozica f (D’'(a,r))
ni gosta v celi ravnini, da torej spusti (ne seka) disk D(w, ). Torej velja

|f(z) —w| >4 zavsezeDla,r).
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Definirajmo

1 /
(*) g(z) = m, z € D'(a,r).

Tedaj je g zagotovo holomorfna na D’(a,r) in |g(2)| < 1/8 za vse z € D'(a,r).
Po zgornjem izreku je tocka a odpravljiva tocka singularnosti funkcije g, t.j. g
je mogoce razsiriti v tocki a tako, da je nastala g holomorfna v D(a,r).

Ce je g(a) # 0, tedaj je g(z) # 0 za vse z € D(a, p) zaradi zveznosti. Zato
iz (%) sledi

fz)=w+ ﬁ, z € D'(a,p).

Iz tega lahko vidimo, da je f omejena v D’'(a,p1) za nek p; > 0. Torej po
zgornjem izreku ima f odpravljivo singularnost v tocki a, torej velja ().
Ce je g(a) = 0, najprej iz (x) vidimo, da g # 0 v D(a,r), to pa pomeni, da

ima g v tocki a ni¢lo reda m, m > 1. Tedaj pa je
9(z) = (z—a)"q1(2), z¢€D(a,r),

kjer je g1 holomorfna na D(a,r) in g1(a) # 0. Naprej, iz

1 1
7= ) —w

sledi g1(2) # 0, z € D(a, ). Definirajmo

h(z) := 9112’)7 z € D(a,r).

Tedaj je h € #(D(a,r)), h nima nicle v D(a,r) in f(z) —w = (z — a)""h(2),
D'(a,r). Ker je
W) =3 bulz — )",

z € D(a,r) in by # 0, sledi, da velja (ii), saj je

(z—a)""h(z)=(z—a)"™(bo+b1(z —a)+ ...+

Fbm(z—a)™ +bpy1(z —a)™ T 4.0
bo b1 bm—l
(z —a)™ * (z —a)m—1 +'”+z—a+

+bm+bm+1(z—a)+bm+2(z—a)2+...,

konvergira na D(a, )
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torej je
o bO bl bm—l
1z) = (z —a)™ + (z —a)ym—1 et et
+ (b + W) +bpy1(2 — @) + byao(z —a)? + ...,
G(2)
kjer je G holomorfna na D(a,r), z € D(a,r). O

Izrek 58 Naj bo
= ch(z —a)", z¢€D(a,R).

Ceje0<r<R,je

0 1 2 )

Z|Cn\2r2” = —/ |f(a—|—re“9)}2d19.

2T 0

n=0

Dokaz: Naj bo 0 < 7 < R. Pigimo z — a = re*’ oz. z = a + re*”. Dobimo

a—i—re E cpret™?

Vemo, da vrsta Zf;o epret™? konvergira absolutno in enakomerno za 0 < 9 <

27. Se ve¢, majorizirana je s konvergentno geometrijsko vrsto. Velja

’f(a—i—re fa—l—re fa—l—re“9)

— E E Cnmrn-‘rmei(n—m)ﬂ,

n=0m=0

(zaradi absolutne konvergence obeh vrst tudi ta konvergira absolutno in enakomerno

in zato vsota ni odvisna od vrstnega reda sestevanja) zato

1 27 : 9 [e'e] [ee) . ml 27 i(r—mm
2 Jo |f(a+reﬂ)} dﬁzzzcncmr+ %/0 etn=m)? gy,

n=0m=0
Pri tem je

1 27 ( B )19 1 27 o
o ), € dﬂ:%/o (cos((n—m)ﬂ)+zs1n((n—m)19))d19

:%/OWCOS((n_mw)dﬁﬂzi/oﬂsm((n_m)ﬁ)dﬁ

™
0, n#m
1

, n=m.
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Torej

s

S lealr = o [ |#(atre?)| o
n=0

—T

Izrek 59 (Liouvilleov izrek) Vsaka omejena cela funkcija je konstantna.

Opomba: Cela funkcija je funkcija, holomorfna na vsej kompleksni ravnini.

Dokaz: Naj bo f omejena cela funkcija, torej holomorfna na C. Velja |f(z)| <

M, za vse z € C. Tedaj je jasno: ker je f holomorfna na vsej C sledi, da je
fz)= chz", z e C.
n=0

Ce je r > 0 poljuben, po prejsnjem izreku sledi

> " 12 PNY
Z|cn\2r2 :2—/ |f(a+rel9)| dy
n=0 TJo
1 2
< = M?dy
27T 0
= M2

Torej je vsota te vrste Y oo |cn|?r?™ < M?. Ker so vsi ¢leni vrste nenegativni
sledi |, |*r?™ < M? za vsak n € N in vsak r > 0. Od tod pa sledi, da za vsak
n € IN velja

2

2

Ker je bil > 0 poljuben, pri 7 — oo, dobimo ¢? < 0, torej ¢, = 0. Dobili smo

cn =0 za vse n € IN, torej
o0
fz)= chz” = ¢p.
n=0
Torej f(z) = co za vse z € C, torej je f konstantna funkcija. O

Izrek 60 (Osnovni izrek algebre) Vsak polinom P stopnje najmanj 1 ima

na C vsaj eno niclo, t.j. obstaja tocka z € C, da je P(z) = 0.
Dokaz: Naj bo

P(z) =apz" + 12"+ ... +aiz + ao,
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kjer je n > 1 in a, # 0. Recimo, da P nima na C nobene nicle, t.j. P(¢) # 0 za

vse ¢ € C. Ker je P holomorfna funkcija in P(¢) # 0 za vse ¢ € C, je potem

1

H(C)icH%

holomorfna na vsej kompleksni ravnini, saj P kot polinom stopnje najmanj 1 ni

konstanten. Torej

1
H(C) = IZ6)
B 1
CanCmF an_ 1"+ al +a
1

r(an+o2 s )
pri ¢ — oo, gre H(¢) — 0. To pomeni, da za vsak ¢ > 0 obstaja R < oo, da
je |H(C)| < e za vse (, || > R. Fiksirajmo ¢ > 0 in R. Naga funkcija je izven
kroga {z : |z| < R} omejena z . Krog {z : |z| < R} je kompaktna mnozica,

zato je zvezna |H| na njem omejena. Obstaja torej M < oo, da je
[H(Q)| <M, [C]<R

in od prej

H(Q) <&, [¢I>R.

Torej H je omejena na C. Po Liouvilleovem izreku sledi, da je H konstantna,
prostislovje, saj vemo, da H ne more biti konstantna. Torej je predpostavka,

da P({) # 0 za vse ¢ € C napac¢na. Sledi, da P mora imeti vsaj eno niclo. O

Izrek 61 (Princip maksima modula) Najbo f holomorfna funkcija na obmodju

Q C C. Ce obstajata a € Q in disk D(a,r) C Q, r > 0, da velja
|f(z)| < 1f(a)], =z€D(a,r)
tedaj je [ konstantna.

Opomba: Izrek pravi, da za nekonstantno holomorfno funkcijo f na obmocju 2,

realna funkcija z — |f(2z)| znotraj 2 nima lokalnega maksima.
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Dokaz: Naj bo f holomorfna funkcija na obmocju @ C C, naj bo R > 0 in
D(a, R) C 2 tak, da je

[f(2) < f(a)l, =€ Dla,R).
Razvijmo f v vrsto v D(a, R).
f(z) = ch(z —a)", z€D(a,R).
n=0

Po izreku zgoraj je

- n 1 o 7 2

Z|cn\2r2 :%/ |f(a+re’9)| dy

n=0 0

‘QL 27
27T 0

=|f(a)l”

= col®.

< [f(a) dv

Dobili smo

o0

Z len?r®™ <col?, 0<r <R,

n=0
oziroma

|CO‘2 + |Cl‘27’2 + ‘02|2’F4 4+ ... S |C()|27
sledi
‘61‘27‘2 :O’ ‘62‘2T4:Oa"'7

torej ¢1 = ¢co = ... = 0. Sledi f(z) = co, 2 € D(a, R), torej je f konstantna

na D(a, R). Po izreku o enolicnosti (ker je © obmocje, torej povezana mnozica)

sledi f(z) = ¢o, z € Q. Funkcija f je torej konstantna. O

Izrek 62 (Cauchyjeve ocene za odvode) Naj bo [ holomorfna na D(a, R)
in |f(z)] <M za vse z € D(a, R). Tedaj velja

n!M
Rn’

n € IN.

11 (a)] <
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Dokaz: Razvijmo f v vrsto v D(a, R).

f(z) = Z Cn(z - a)n
n=0
= Z ! n'( )(z —a)", z€D(a,R).
n=0 ’

Po zgornjem izreku je za r, 0 <r < R

> 1 [ o |2
Z :% ; |f(a+re )} dY
1 27
< — M?dv
27T 0
= M?
Torej za vsak n € IN velja
2
’f(n)(a) P2 < M2
n!
oziroma
(n)
F@)| n o ap
n! -
Torej za vsak n € IN in vsak r, 0 <r < R velja
|
‘f(n) (a)' < n.M'
T’I’L
Pri » — R dobimo
\M
)] < T

O

Izrek 63 (Morera) Naj bo Q odprta mnoZica v C in f taka zvezna funkcija

/b RECE

za vsak zaprt trikotnik, vsebovan v Q. Tedaj je f holomorfna na Q.

na ), da je

Opomba: Za zvezne funkcije f je to obrat Cauchyjevega izreka, ki smo ga

dokazali, t.j. ¢e je f holomorfna, je

/bA f(z)dz=0
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za vsak zaprt trikotnik, vsebovan v 2.

Dokaz: Naj bo D C 2 konveksna mnozica. Kot v dokazu posledice Cauchy-
jevega izreka, t.j. iz [, f(z)dz = 0 po vseh trikotnikih sledi, da ima f prim-
itivno funkcijo, tudi tukaj pokazemo, da iz pogoja sledi, da ima f primitivno
funkcijo F' na D. Torej obstaja F, da je F' = f. Torej je F holomorfna na
D, vemo pa ze, da so vsi odvodi holomorfne funkcije holomorfni. Torej je f

holomorfna na D. Ker je bila mnozica D poljubna, je f holomorfna na 2. O

6.3.1 Konvergenca zaporedij holomorfnih funkcij

Definicija 66 Naj bo {f; 724 zaporedje funkcij na odprti mnoZici 2. Pravimo,
da zaporedje { f;}52, konvergira enakomerno po kompaktih v Q2 k funkciji f (tudi
definirani na Q), ée za vsako kompaktno mnozico K C Q in vsak € > 0 obstaja

N e N, da je
|fi(z) = f(z)| <e, zawvseze€ inwvsej > N.

Opomba: Stevilo N je v splosnem odvisno od K in e.

Zgled: Zaporedje s splosnim ¢lenom f,(z) = 2™ konvergirana A = {{ : || < 1}
enakomerno po kompaktih (k funkciji 0). Ta konvergenca ni enakomerna na

vsem A. O

Izrek 64 Naj bo {fn}52 zaporedje holomorfnih funkcij na odprti mnoZici €,
ki enakomerno po kompaktih v Q konvergira k funkciji f. Tedaj je funkcija f
holomorfna na Q in tudi zaporedje odvodov {f]}2° , konvergira enakomerno po

kompaktih v Q k funkciji f'.

Dokaz: Po predpostavki {f,}52; enakomerno konvergira k f na vsakem za-
prtem disku, vsebovanem v Q. Od tod (kot v realnem) sledi, da je f zvezna na
tem disku. Ker je tak disk poljuben, je f zvezna povsod na 2. Naj bo A zaprt
trikotnik, ki je vsebovan v 2. Tedaj je A kompaktna mnozica, vsebovana v €2

in zato tudi bA kompaktna mnozica, vsebovana v 2. Od tod sledi, da {f,}>2
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na bA enakomerno konvergira k limitni funkciji f. Od tod sledi

/ f(z)dz © lim fa(2)dz =0
bA

0 JbA
(*) zaradi enakomerne konvergence na bA. Torej [, \ f(z)dz = 0 za vsak zaprt
trikotnik, vsebovan v €. Od tod po Morerovem izreku sledi, da je limitna
funkcija f holomorfna.

Dokazemo Se, da tudi {f],} konvergira po kompaktih v Q k funkciji f’. Naj
bo K C © kompaktna mnozica. Za vsak z € K naj bo D(z,r,) odprt disk za
katerega zaprt disk D(z,2r,) Se lezi v Q. Zaradi kompaktnosti mnozice K je
mogoce K pokriti s konéno mnogo diski D(z1,7z,), ..., D(2zn, 72, ). Tedaj je

K =D(2,2r.,)U...UD(2,,2r.,)

kompaktna mnozica, vsebovana v 2. Naj bo r = min{r,,,...,r,, }. Tedaj za
vsak z € K velja, da je D(z,7) € K. Uporabimo Cauchyjeve neenakosti za
fn — f na D(z,7). Dobimo

() = £ <~ max {[£.(0) = £}

() Cauchyjeva ocena, (xx) ker D(z,r) C K. Torej za vsak z € K velja

7a2) = ()] < T max{l7a(0) — 7O

cek
Od tod sledi, da je f/ — f’ enakomerno majhno na K, ¢e je le n dovolj velik,
saj je (zaradi enakomerne konvergence f, — f) desna stran poljubno majhna,
ce je le n dovolj velik. |
Posledica 23 Po predpostavkah izreka za vsak j € IN, tudi fr(Lj ) konvergira proti

Y9 enakomerno po kompaktih.

6.3.2 Holomorfna funkcija kot preslikava C D D — C
Izrek 65 Naj bo Q odprta mnozica, f € (), naj bo D(a,r) C Q in naj velja
() @l < _min £

Tedaj ima f niclo v D(a,r).



260 POGLAVJE 6. KOMPLEKSNA ANALIZA

Opomba: Predpostavka pomeni, da je f(z) # 0 za z € bD(a,r) in da |f(z)], ki
ni konstanta doseze svoj minimum znotraj kroga D(a, ). Tedaj je ta minimum

enak 0.

Dokaz: Denimo, da f nima ni¢le na D(a,r). Tedaj zaradi (%) f nima nicle na
D(a,r), zato obstaja se malo veéji disk D(a, R), R > r, v katerem f nima nicle.
Naj bo g =1/f. Tedaj je g holomorfna funkcija na D(a, R). Po principu mak-
sima funkcija g v D(a,r) nikjer ne doseze vrednosti vecje od max.epp(a,r) [9(2)],

saj bi to pomenilo, da doseze svoj maksimum v neki notranji tocki ¢ € D(a,r).

Po principu maksima bi od tod sledilo, da je g konstantna, kar pa ni. Od tod

sledi
1
— | =l4(a
] | = lata)
< a
< nax l9(2)]
B 1
Lemin | f(2)]

Od tod sledi |f(a)| > min.epp(a,r |f(2)], kar pa je protislovje z (x). Torej ima
f nic¢lo na D(a,r). O

Definicija 67 Naj bo U C C odprta mnoZica in f : U — C neka funkcija.
Pravimo, da je f (kot preslikava U — C) odprta preslikava, ce je f(U')

odprta mnozica za vsako odprto mnoZico U C U.

Opomba: Vemo, da je f zvezna natanko tedaj, ko je f~1(O) odprta za vsako
odprto preslikavo @ — C. Zgoraj ne gre za praslike, ampak za slike odprtih

mnozic.

Zgled: Naj bo f: R — R definirana kot f(x) = 2%. Zaloga vrednosti R(f) =
[0,00). To pa ni odprta mnozica. Funkeija f preslika vsako odprto mnozico v

R, ki vsebuje 0, v mnozico, ki ni odprta. f torej ni odprta preslikava. %

Izrek 66 (o odprtosti nekonstantne holomorfne funkcije kot preslikave)
Naj bo Q0 obmodcje in [ nekonstantna holomorfna funkcija na . Tedaj je

f:Q — C odprta preslikava.
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Dokaz: Naj bo O C Q odprta mnozica in a € O. Pokazemo, da f(QO) vsebuje
nek krog, s srediséem v f(a). S tem bo dokazano,da je f : Q@ — C odprta.
Brez skode za splosnost predpostavimo, da je f(a) = 0 (sicer zamenjamo z —
f(z) = f(a)).

Obstaja r > 0, da je D(a,r) C Qin f(z) # 0 za z € bD(a,r). To je res, saj
Ce takega r ne bi bilo, bi to pomenilo, da ima f poljubno blizu nicle a, Se nicle,
ki so razlicne od a. Tocka a je torej stekalisce nicel. Sledi f = 0 na 2. To pa
seveda ni res, saj f ni konstantna.

Naj bo § > 0 tak, da je 26 = min.cpp(a,r) [f(2)| > 0. Zvezna pozitivna
funkcija z — | f(2)| na kompaktni mnozici bD(a,r) doseze svoj minimum, ki je
seveda pozitiven. Pokazemo, da je D(0,0) C f(O). Naj bo b € D(0,0). Tedaj

je |b] < 4 in zato

[f(z) =bl = [f(z)| =[], z€bD(a,r)
>20—0=0.

Torej je

min {1£(2) b} 28> b| = |f(a) - bl

saj je f(a) = 0. Po prejsnjem izreku naprej sledi, da ima funkcija z — f(2) — b
niclo na D(a,r). To pomeni, da je f(z) = b za nek z € D(a,r) C O. Torej je
b e f(O). Ker je bil b € D(0,0) poljuben, sledi da je D(0,0) C f(O). Torej je
f(O) res odprta, t.j. za vsak a € O obstaja neka okolica tocke f(a), ki je vsa v
1(0). O

Izrek 67 (o inverzni funkciji) Naj bo O C Q odprta mnoZica, [ € (),
20 € Q in f'(z0) # 0. Tedaj obstajata odprta okolica V tocke zy in odprta
okolica W tocke f(z0), da je

(@) fly:V =W je bijekcija
(ii) (fly)~': W =V je holomorfna na W.

Dokaz: (i) Naj bo f holomorfna v okolici zg in naj velja f/(z9) # 0. Pisimo

z=x+iy in f(z) = u(x,y) + iv(z,y), kjer sta x,y realni stevili in u,v realni
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funkciji. Tedaj f predstavlja preslikavo F,

z=x+iy= (;) N (u(x’y)> = u(z,y) +iv(z,y) = f(z)

v(z,y)

Pri tem je za zp = xo + iyo

()= ().

Vemo, da je

ou ov

! _ -7 S
F(z) = ox +18y
v o

dy Iy’

torej (ker je f’ zvezna) so vsi parcialni odvodi v zgornji enacbi zvezni. To

pomeni, da je preslikava F razreda C' v okolici tocke (z0, yo)-

0 o) L0, 0)
Oz Z0, Yo By Zo, Yo
(DF)(a;O,yO) =

ov ov

%(zo,yo) a—y(ﬂﬁmyo)

Ker je f'(z) # 0, je torej g—;(:vmyo) - i%(mo7yo) # 0, torej je vsaj eden
od odvodov g—;(xo, Yo)s g—;(azo,yo) razlicen od 0. Zaradi Cauchy-Riemannovih

enach sledi

ou ou
= (z0,y0) - (70,Y0)
ox y
(DF)(z0,y0) =
ou ou

—6—y($07y0) g(ﬂfo,yo)

Od tod sledi

det ((DF)(x0,y0)) = %(ﬂfovyo)2 + g—Z(iﬂo,yO)2 # 0.

Sklep: Preslikava F je v okolici (xg,yo) razreda C* in (DF)(xg,%0) je nesingu-
laren. Po izreku o inverzni preslikavi, obstaja okolica V tocke (xq,yo) in okolica
W tocke F(zg,y0), da F preslika V na W bijektivno in (F|y)~! je razreda C!.
Od tod sledi, da je Fl|y : V — W bijekcija in velja (F|y)™! : W — V je zvezna.

(77) Po potrebi zmanjsamo V in seveda tudi W = f(V) tako, da je f'(z) # 0,
z € V. To se da, saj je f'(z0) # 0 in f’ zvezna. Naj bo ¢ = (f|y)~!. Izberimo
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21,22 €V, 21 # 23 in naj bo wy = f(21) in we = f(22). Tedaj je najprej zaradi

injektivnosti f|y res wy # we in velja

Y(wz) — Y(wr) _ Z2 — 21

w2 — w1 f(z2) —f(zl).

Pri we — wy gre zaradi zveznosti ¢ tudi zo — 21. Pri wy — w; desna stran

konvergira k 1/f(z1), saj f/(z1) # 0, leva stran pa k ¢’ (w,). Torej

W) = fim L) w0

W2 —rw1 Wwo — W1
obstaja in je enaka 1/f’(z1) # 0. Torej je ¥ odvedljiva v tocki wq. Ker je bil
w1 € W poljuben sledi, da je ¥ = (f|y) ™! res holomorfna na W. O

6.3.3 Obstoj primitivne funkcije

Naj bo D obmocje in f holomorfna na D. Primitivna funkcija funkcije f je taka

holomorfna funkcija F' na D, da je F'(z) = f(z) za vse z € D.

Opomba: Videli bomo, da za dano funkcijo f ni nujno, da F' obstaja. Vemo
ze (posledica Cauchyjevega izreka za trikotnik), da na konveksnem obmoéju D

holomorfna funkcija vedno ima primitivno funkcijo.

Izrek 68 Naj bo D dano obmodje in [ holomorfna funkcija na D. Tedaj ima f

primitivno funkcijo na D natanko tedaj, ko je

/7 f(2)dz =0,

po wvsaki sklenjeni poti v v D, ali (kar je isto), integral

/)\f(z)dz

je neodvisen od poti A\, ampak le od zacetne in koncne tocke.

Diskusija: Ce je

je
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oziroma

torej neodvisen od poti.

A

Slika 6.9: Sklenjena pot v D

Obrat: Integral neodvisen od poti. Naj bo v sklenjena pot, v = 1 + 2.
Tedaj je

Ll sz = [ sepa

Od tod sledi
torej

Dokaz: (=) Naj ima f na D primitivno funkcijo F'. Tedaj ze vemo (glej

Cauchjyev izrek pred izrekom za trikotnik), da je

[Yf(z)dz:LF’(z)dz

po vsaki sklenjeni poti ~.

(<) Naj bo

[yf(z)dz =0

po vsaki sklenjeni poti, t.j. naj bo
/f(z)dz
y
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neodvisen od poti v D. Fiksirajmo tocko zg € D in za z € D naj bo 7., . pot z
zacetno tocko zp in kon¢no tocko z. Definirajmo

F(z) = f(Q)dc.

Vz0,z

Funkcija F je dobro definirana, torej F(z) odvisen samo od tocke z, ni¢ pa od
poti 74,2, saj je po predpostavki integral na desni neodvisen od poti. Odvisen

je le od tock zp in z. Naj bo w € D. Naj bo zw daljica od tocke z do tocke w.

Izracunajmo

w—

Izrac¢un je enak kot pri dokazu posledice Cauchyjevega izreka za trikotnik.
Torej

F'(z) = lim

w—z w—2z

za vse z € D. O

Opomba: Vemo ze, da na konveksnem obmoé¢ju D primitivna funkcija holo-

morfne funkcije vedno obstaja. Za splo$na obmoc¢ja to v splosnem ne velja.

Zgled: Naj bo
1
D:{CGC:§<|C|<2}
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kolobar v ravnini. Najbo f(z) = % Ker 0 € D, je f holomorfna na kolobarju D.
Pokazemo, da f na D nima primitivne funkcije, t.j. ni funkcije F', holomorfne
na D, za katero bi bilo F'(z) = f(z) za vse z € D.

Recimo, da taka F' obstaja. Po zgornjem izreku bi sledilo, da je 557 f(z)dz=0
po vsaki sklenjeni poti v v D. Naj bo v(t) = e, t € [0,2n], usmerejena kot

narasca t, t.j. pozitivno orientirana enotska kroznica. Od tod sledi

0

2
1 .
= / Tie”dt
0 &

2
=1 dt
0

/ f(z)dz = Qﬂ fle®yietat

= 2mi.

Nasli smo sklenjeno pot v v D, da fw f(2)dz # 0. Torej f nima primitivne
funkcije na D. O

Izrek 69 Naj bo D enostavno povezano obmodcje. Tedaj ima vsaka holomorfna

funkcija na D primitivno funkcijo.

Dokaz: (Skica.) Naj bo f holomorfna na enostavno povezanem obmocju D.

Po izreku zgoraj znamo pokazati, da je fw f(2)dz neodvisen od poti.

Slika 6.11: Druzina vmesnih poti med ~; in 7o

Zelimo dokazati

[n f(z)dz = [yz f(z)dz.

Vsak od krivoértnih kvadratkov KC; je vsebovan v neki konveksni mnozici, ki je

vsebovana v D. Tu ima f primitivno funkeijo in zato [, f(z)dz = 0. Sestejemo
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to po vseh kvadratkih IC; in ker se integrali po notranjih robovih izniéijo, ostane

le

/f(z)dz+ [ sz =o0.

O obstoju logaritma nenicelne holomorfne funkcije na enostavno povezanem

obmocju govori naslednja posledica.

Posledica 24 Naj bo Q enostavno povezano obmocje in f € J(Q), da je
f(&) # 0, za vse ¢ € Q. Tedaj obstaja g € H(Q) da je 93 = f(2), za

vse z € Q).

Dokaz: Ker je f({) # 0, za vse ¢ € Q je f'/f holomorfna funkcija na Q. Po
zgornjem izreku ima f’/ f na  primitivno funkcijo g1, torej obstaja g1 € 52(2),

da je ¢1(¢) = % za vse ( € Q. Naj bo h = e9'. Tedaj je h holomorfna na 2

in brez nicel na 2, torej je f/h holomorfna na Q. Izracunajmo h’ = e9'¢} = hg}

in zato

h h?
_ J'h—fhgy
Rz
f'h—f'h

(b~

=0.

Od tod sledi, da je f/h = ¢ konstantna (lokalno, zaradi povezanosti globalno).

Torej je
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d

pri ¢emer smo iznacili ¢ = e® in ¢ = g1 + d. Dobili smo holomorfno funkcijo g

na 2, da je e9 = f. O

Opomba: Vsako tako funkcijo ¢g bi lahko imenovali log f. V posebnem primeru,
ko je f = z, bi dobili g = log z. Torej je log z lokalni inverz eksponentne funkcije.

Vemo, da ni natan¢no dolocen, saj

log z = log |z| + i arg z + k2mi.

6.4 Laurentov razvoj in izrek o residuih

Ce je f holomorfna na krogu D(a, ), jo je mogote razviti v neskonéno potenéno

vrsto
Q) =Y al¢—a)k, ¢eDlar).
k=0

Naj bo A(a, R1,R2) = {C: R1 <|( — a|] < R2}. Pokazali bomo, da se da vsako

funkcijo, ki je holomorfna na kolobarju A tudi razviti v vrsto, oblike

o0

FQO =Y a—a)F, (€A

k=—oc0

t.j. v t.i. Laurentovo wvrsto.

Slika 6.12: Krog in kolobar

Izrek 70 Naj bo 0 < Ry < Ry < 00 in naj bo f holomorfna na kolobarju
Ala, Ri, Ro) = {¢: B1 <|( —a| < Ra}.

Tedayj je
-1

(%) flz)= Z an(z—a)"+2an(2—a)”, z €A,

n=-—oo n=0
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pri cemer prva vrsta konvergira absolutno in enakomerno na {z : |z—a| > p}, za
vsak p > Ry in druga konvergira absolutno in enakomerno na {z : |z — a| < p},

za vsak p < Ro. Koeficienti a,, so
- 2mi

(3%) an—i/(cf(%d(, n e NN,

kjer je v kroznica {C : | —a| = r} orientirana v pozitivni smeri in Ry < r < Ra,
tg. y(t) = a+re’t, t € [0,2n], orientirana kot naraséa parameter t. Torej so

koeficienti a,, enolicno doloceni s funkcijo f.

Dokaz: Ceje Ry <7 <79 < Ry in Ala,r1,m9) ={C:r1 <|C—a| <ra}, je po

dokazanem izreku 49

/ p(2)dz =0
bA(a,r1,r2)

za vsako holomorfno funkcijo ¢ na A.

G

-~
<\

Slika 6.13: Kolobar A(a,r,2)
Ce je

i ={a+re? 9 e[0,27]} = bD(a,r),

75 ={a +ree 9 € (0,27} = bD(a,r2),

orientirani kot narasca v, je

[
bA(a,r1,r2) V2 -n

/72 o(z)dz + /_71 o(z)dz =0,

oziroma
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/% o(2)dz = L o(2)dz.

V posebnem primeru, ko je p(¢) = %, je o holomorfna na A, zato

G s
/wl € oy = / oy

Integrali v (%) torej niso odvisni od r, t.j. od polmera r kroznice v, da je le

torej

Ry <r < Rs.
Fiksirajmo 71,79 tako, da je Ry < r1 < ro < Rs. Po Cauchyjevi formuli za

vsak z € A(a,r1,72) velja

_ 1 f(©)
f(Z) a J /b.A(a r1 7“2) dC

271 (—z
1 1/
- 2mi 72(—7: 27 ).,
Za ¢ € 7y, pisimo
o 1
(-2 (—ata—=z
1 1
(—al-z=2

Ker je |z — a| < rqe, z € A(a,r1,732), dobimo

z—a |z — al
— =<1
(—a 2
in zato lahko
1
1— 2=

zapisemo kot vsoto geometrijske vrste. Torej, ¢e je 72 = bD(a,r2) in z €

1 1+z—a+<z—a>2+'“
(-2 (—a (—a (—a

1 42 +(z—a)2+“.
(—a ((-a? ((—a) ’

kjer vrsta konvergira enakomerno za ( € 72, saj je za vse take ( majorizirana s

A(a7 T1, 7’2), je

konvergentno Stevilsko vrsto

2
1 |z —a] |z — a
— 1+ + T
T2 T2 T2
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Ker je f holomorfna na A(a,r1,72), je seveda zvezna na s, zato je f zaradi

kompaktnosti 72 omejena na 9, torej | f(¢)] < M, ¢ € 2. Od tod sledi, da je

vrsta
f(©) f(©)
+ zZ—a + e
(o Cap® Y
tudi majorizirana za vse ¢ € 2 s konvergentno §tevilsko vrsto
1 (M+M|Z_—CL|+...),
T2 T2

torej ta vrsta enakomerno konvergira za vse ¢ € 2. Dobili smo

1O _1©Q , IQ)
(—: (—a (C-a

kjer vrsta enakomerno konvergira za vse ( € 2. Zaradi enakomerne konvergence

)z(z—a)—i—

lahko vrsto ¢lenoma integriramo in dobimo

L P e
(2%” /yg (gf_(%g dC) (z—a)?+---

=ap+ai(z—a)+ax(z—a)?+...

Torej za vsak z € A(a,ri,r2) velja

% - g(_—Ode=a0+al(z—a)+a2(z—a)2+...

Na desni strani je poten¢na vrsta, ki konvergira za vsak z, |z — a| < ra. Vemo,

da taka vrsta konvergira absolutno in enakomerno na |z — a| < p, za vsak p,

OS,OST‘Q.

f(©
1 (=%

V drugem integralu ﬁfv d¢ pa za z € Ala,r1,m2), ¢ € 71, 11 =

bD(a,r ), pisimo

Ker je ¢ € 1, je ( —a =r;, dobimo

(—a

zZ—a

1

<1,

2 —al
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saj je z € A(a,r1,m2), torej |z — al > ry. Torej je

2
R (Hc—u(c—a) +>
(—2z z—a z—a z—a
1 ¢—a _ (¢—a)

_z—a+(z—a)2 (z —a)? T

kjer vrsta konvergira enakomerno za € 71, saj je za vse take ( majorizirana s

konvergentno Stevilsko vrsto

1 1 r%
+ 3—|—...
|z —al |z—all|z—q

Kot prej, isto velja za vrsto

_f(g):f(C)+ f(C)2(C_a)+(z_a)3(c_a)2+._.7

(—z z—a (z—a)

vrsto ¢lenoma integriramo in dobimo

o [ 2= (o [ o) o+

Comi ), (-2 2mi /.,
1 1
+ (5 [ 1O - a)ic) s+
2mi J., (z —a)?
1 N 1 N 1
=a_ a_ a_
e TP
To je potentna vrsta v spremenljivki w = =, ki je konvergentna, ¢e je 1 <
|z — a| < rq, torej
1 1 1
r |z—al " oy’
torej za
— > |w| > —
T )

Iz znanega o potencnih vrstah sledi, da vrsta konvergira absolutno in enakomerno
za |w| < 7, kjer je T < 1/rq, torej za 1/w > 1/7 za 1/7 > rq, torej za |z —a| > p
za vsak p > r1. Ce dobljeni enakosti sestejemo, dobimo formulo (x), ki smo jo
zeleli dokazati. Ker sta bila 1 in ro, Ry < r1 < ro < Rs, poljubna, sledi, da
levi del vsote konvergira absolutno in enakomerno za | — a| < p za vsak p < Ry
in desni del vsote konvergira absolutno in enakomerno za | — a| > p za vsak

p>R1. [l
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Opomba: Vse zgoraj velja za holomorfne funkcije na kolobarju
A(G,Rl,RQ) = .A = {C : R1 S |< — CL| S RQ}

Tu je lahko Ry = 0, Ry = oo ali oboje. V posebnem primeru lahko funkcijo
razvijemo v Laurentovo vrsto v punktirani okolici izolirane singularne tocke

(R, = 0).

Posledica 25 Naj bo a izolirana singularnost holomorfne funkcije, t.j. f je

holomorfna na Q\ {a}, kjer je Q neka odprta okolica tocke a. Naj bo

o0

f2)= Y anlz—a)"

n=-—oo

njen Laurentov razvoj v D'(a,R) = {( € C: 0 < |( — a| < R}. Tedaj velja

(i) tocka a je odpravljiva singularnost natanko tedaj, ko je an, = 0 za vse

n < 0.

(ii) tocka a je pol reda m natanko tedaj, ko je a—_, # 0 in a, = 0 za vse

n<—(m+1).

(7i1) tocka a je bistvena singularnost, ce je a, # 0 za neskoncéno mnogo nega-

tivnih n-jev.

Dokaz: (i) (<) Ce je a, = 0 za vse n < —1, je v D'(a, R) funkcija f enaka
vsoti konvergentne potenéne vrste. Vsota S(z) take vrste pa je holomorfna
na celotnem D(a, R), torej lahko dodefiniramo f(a) = S(a) in nasa funkcija f
postane holomorfna na celotnem D’(a, R). Torej je singularnost odpravljiva.
(=) Ce ima f odpravljivo singularnost, jo je mogoce v D'(a, R) razviti v
konvergentno potenéno vrsto. Ker je Laurentova vrsta z f enolicno dolo¢ena, je
taista potenéna vrsta hkrati Laurentova vrsta za naso funkcijo f na D’'(a, R).

Torej
f(Z) = Z an(z - a)n’ z € DI(G,R),
n=0

vsi ¢leni z negativnimi indeksi so enaki 0.
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(ii) (<) Ceje a_m #0,m e Nina, =0zan < —(m+1), je

A a—m a-
fz) = = a)m+(z — a)tiﬂ +-- -+j+ao+a1(z—a)+- -, z€D(a,R).

Tedaj je

a— a— a—
10 (o + o 4+ )
holomorfna funkcija na D’(a, R), ki ima v a odpravljivo tocko singularnosti in
je na D’'(a, R) enaka vsoti konvergentne potenc¢ne vrste s pozitivnimi stopnjami
(z — a). Torej ima f v tocki a res pol.
(=) Najima f v tocki a pol reda m. Tedajima f zaneke c_p,, c_mi1,...,C—1,

c_m # 0 odpravljivo singularnost v tocki a, torej

f(z)—<(zc__:)m + (ZC_";)*;H TR cha> = ap+ay(z—a)+--, z€D(a,R).

Torej

C—m C—m+1 C-1 /
= — D R).
f(z) (z—a)m+(z—a)m+1+ +Z_a+ao+a1(z a)+---,z€D'(a,R)

Zaradi enoli¢nosti Laurentovega razvoja sledi a, =0, za n < —(m + 1).

(#i7) Bistvena singularnost je edina preostala moznost, t.j. da je neskonéno

mnogo ¢lenov z negativnimi indeksi razliénimi od 0. O

Opomba: Ce ima funkcija f izolirano singularnost v tocki a, ki ni odpravljiva,
je ta singularnost pol natanko tedaj, ko obstaja neko Stevilo, da ima funkcija
z = (z —a)™f(z) odpravljivo singularnost v tocki a. Namre¢, ¢e ima funkcija

g: 2z (z—a)™f(z) odpravljivo singularnost, tedaj je

(z—a)"f(z)=co+eci(z—a)+calz—a)* +---, z€D(a,R).

Co C1
D

+ o temtemii(z—a)+--, z2€D(a,R),

je a res pol. Obratno, ¢e je a pol, potem vemo, da ima f

+7++7a:do+dl(z—a)+, ZED’(CL,R)a
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odpravljivo singularnost. Torej

(z—a)"f(z)=co+ci(z—a)+ca(z—a)®* +---, z€D(a,R).

holomorfna

6.4.1 Izolirana singularnost v co

Pravimo, da ima f izolirano singularnost v tocki co, ¢e je f holomorfna izven
nekega kroga, ¢e torej obstaja R < oo, da je f holomorfna na {z € C: |z| > R}.

To je seveda isto, kot ¢e recemo, da je funkcija w — f (%) holomorfna na

1

punktiranem disku D’ (a, E)v saj w— f (%) preslika punktiran disk D’ (a, %)

biholomorfno na {¢ : |{| > R}. Tip singularnosti f v co karakteriziramo kot tip

1
w

singularnosti funkcije w +— f ( ) v tocki 0,

(i) fima v oo odpravljivo singularnost, ¢e ima w — f (1) odpravljivo singu-

larnost v 0.

(i7) f ima v oo pol reda m, ¢e ima w +— f (1) pol reda m v tocki 0.

(#47) f ima v oo bistveno singularnost, ¢e ima w — f (<) bistveno singularnost

v 0.

Naj bo torej

fl)= Y b

k=—o0

Laurentov razvoj f na |z| > R. Torej

f(1jw) = Z brw ™k

k=—o0

o0
— )
= E b_jw’.
Jj=—00

Torej je singularnost v oo odpravljiva, ¢e by = 0 za vse kK > m in b, # 0 in

bistvena singularnost, ¢e je neskonéno mnogo by-jev, k > 0, od 0 razli¢nih.

Zgled: Polinom stopnje n ima v co pol reda n. O
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Zgled: Eksponentna funkcija z — e® ima v oo bistveno singularnost, saj je

F=ldz+4+ . 0O

Zgled: Enako, kot za eksponentno funkcijo velja za funkciji sin in cos. %

Opomba: Ce ima funkcija f v oo odpravljivo singularnost, tedaj re¢emo, da je

~ . . v . . 1
f holomorfna v tocki co. Najpreprostejsi primer je z — .

6.4.2 Residuum (ostanek)

Definicija 68 Naj ima holomorfna funkcija f izolirano singularnost v tocki a,

t.j. holomorfna v D'(a,r) za nek r > 0. Naj bo

(oo}

fR)= Y calz—a)"
=~-~+(ZC_;Z)2 Zcila+Co+01(2—a)+C—2(z—a)2+"'7

kjer je z € D'(a,r), njen Laurentov razvoj v punktirani okolici tocke a. Koefi-
cient c_q1 imenujemo residuum funkcije f v tocki a (oz. ostanek funkcije

f v tocki a) in ga oznacimo

Res(f,a) = c_1.

Opomba: Naravno vprasanje je, od kod koeficientu c_; poseben pomen? Zakaj

se imenuje residuum (oz. ostanek)?

Naj bo
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Naj bo kroznica bD(a, p) za nek p, 0 < p < r, pozitivno orientirana. Torej je

v(9) = a+ pe'?, 9 € [0,27], z = pe'?, Y(0) = ipe'”’. Izracunajmo

2m
/ f(z)dz = f(a+ peYipe™ dy
v 0

27 0
:/ ( Z cn(pem)”> ipet dv
0

n=—oo

o0 27
() Z / cnp"ei"ﬁz’pewdﬁ
0

n=—oo

St 2m
_ Z Cnpn+li/ ei(n—i-l)ﬂd,ﬂ
0

n=-—oo

(2) C_127Ti

(x) iz lastnosti Laurentove vrste sledi, da vrsta v oklepajih konvergira enakomerno

za ¥ € [0, 27].

(xx) vemo
2m 2 27
/ e dy = / cos(ma)di + i / sin(ma))dd
0 0 0
27, m =20
0, m#0.
Torej je

1
Q—M//f(z)dz =c_1.

Torej je 2mic_1 edino, kar ostane po integraciji.

Opomba o ra¢unanju residuov v primeru polov.

(i) ¢e ima f v tocki a pol prvega reda, je

Res(f,a) = lim (= — a)  (2).

Dokaz: Ce ima f v tocki a pol reda 1, je

flz)= zc_la teogte(z—a)+ea(z—a)? +---

, 2€D'(a,r),

kjer je ¢_1 # 0, Laurentov razvoj funkcije f. Dobimo

(z—a)f(z) =c_1+colz—a) +eci(z—a)’ 4+ colz —a)® +---

9(=)
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konvergentno potenéno vrsto na D(a,r), katere vsota ima v a vrednost 0.

Torej (z — a)f(2) = c-1 + g(2)

lim(z —a)f(z) = c_1 + lim g(2)

z—a z—a

= C_1.

(ii) ¢e ima f v tocki a pol n-tega reda, je

1 i dn—l
— lim [ ——
(n—=1)l z=a \ dz"~!

Dokaz: Ce ima f v tocki a pol n-tega reda, je

Res(f, ) = (= ")

P C_n c_n+1 .« .. c_l J— — 2 .« ..
f(z)_(z—a)”+(z—a)n—1+ +Z_a+00+01(z a)+co(z—a) +-- -,

z € D'(a,r). Torej

(z—a)"f(2)=cn+cmpi(z—a)+...+c1(z—a)" T ...

9(z)
konvergentno potenéno vrsto na D(a,r), katere vsota ima v a vrednost 0.

Velja

_ (n—1) _ : (n—1)
ek (a)=_lim g 7(2),

torej

o=t mn(£;i(@—an@»)

(n—1)!2-a

O

Izrek 71 (o residuih) Naj bo f holomorfna na obmodju 2, razen v izoliranih
singularnih tockah a1, as,...,a,. Naj bo D omejeno obmodcje z odsekoma glad-

kim robom tako, da je D UbD C Q, ki vsebuje tocke ay,as,...,a,. Tedaj je

1 n
37 /bD f(z)dz = ;Res(f7 ar).

Dokaz: Najbo e > 0 tako majhen, da so zaprti krogci D(ax, €), k € {1,2,...,n},

vsi vsebovani v D in so paroma disjunktni.
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Slika 6.14: Obmoéje D, = D\ UY_, D(ay, <)

Naj bo
n
= U ak7
Tedaj je D, omejeno obmocje z odsekoma gladkim pozitivno orientiranim robom,
ki je sestavljen iz bD in iz kroznic D(ai,e), D(as,€),..., D(an,e), orienti-
ranih v negativni smeri. Vemo, ker je naSa funkcija holomorfna na obmocju

Q\ ai,as,...,a,, ki vsebuje D, UbD.. Po znanem izreku (izrek 49), je

/b Sz =0

Ker je bD. = bD + (— bD(a1,¢)) + (— bD(az,€)) + -+ (— bD(an,¢)), sledi

0= f(z)dz = / f(z)dz — / f)dz— - — / f(z)d=.
bD. bD bD(a1,e) bD(an,e)
Od prej pa vemo, da je
[ G =2miRes(fiay. 1<i<n
D(aj,e)
Torej je

/f )dz — Res(f,a1) — -+ — Res(f, an),

2m

oziroma

2m/ f(z dz—ZResf,ak

Zgled: Z uporabo izreka o residuih izracunaj integral

o dx
/_oC (22 4+ 1)(22 +4)
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Najprej zapisimo

1
&)= e D
B 1
(2 4d)(z =) (2 + 20) (2 — 20)
Funkcija f je holomorfna povsod na C, razen v z = —i, 2 = i, 2 = —2i in z = 24,

kjer ima pole prvega reda.

—A A R
Slika 6.15: Obmocje D je pol kroga z radijem A

V zgornji polravnini sta dva pola: 7 in 2i. Za funkcijo f na DUbD uporabimo
izrek o residuih.

1

2mi

/ f(2)dz = Res(f,1) + Res(f, 21)
bD

Res(f,1) = lim(z — i) f(2)

z—1
= lim !
z—i (z+1)(z + 2i) (2 — 29)
B 1
230 (—i)
1
T 6i

Res(f,2i) = zli_>n21i(z —2i)f(2)
= lim !
2=2i (z+1)(z — i) (z + 29)
1
3144
1
120

Dobili smo torej
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Torej

Za vsak A > 3 je
/ dz 7
o (22+1)(22+4) 6
Sledi

dz

/ (22—1-1 22+4 / A ( x2+1 $2+4) /LA (224+1)(22+4)

dz

in
/00 dzx . /A dx
Lo (@24 1) (22 4+ 4) T Ao _a (@24 1) (22 +4)
= lim T_ / —dz
T A—oo \ 6 £ (224+1)(22+4) '
Pokazemo

dz 1
—_— | < —_ 2| = A
/EA (22+1)(z2+4)‘ —maX{z2+1 22 + 4] g }E(LA)
1

S @A -

A — 0 pri A— oo,

pri ¢emer je (L 4) dolzina loka L£4. Torej

e dx o
/—oo @+ 1)@ +4) 6

6.4.3 Princip argumenta

/A $2+1 $2—|—4) /LA (22+1)(22+4)

281

Izrek 72 Naj bo Q odprta mnoZica, f € () in naj ima [ v tocki a € Q niclo

reda m. Tedaj ima f'/f v tocki a enostaven pol (t.j. pol prvega reda) in

Res(f'/f,a) =
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Opomba: Nicla a je izolirana, saj f Z 0 v okolici tocke a, zato je f'/f definirana

in holomorfna na D’(a,r) za nek r > 0.

Dokaz: Po predpostavki je
f(z2) = (z=a)"g(2),

kjer je g € (), g(a) # 0. Za z iz majhne punktirane okolice tocke a je

f'(z) _m(z—a)" 'g(z) + (= — a)"g'(2)
f(2) (z —a)mg(2)

z—a  g(z)’
kjer je, ¢e je g(z) # 0, z € D'(a,r), desni sumand holomorfna funkcija na

D(a,r). Torej je njen Laurentov razvoj

torej je res

z € D'(a,r),

Res(f'/f,a) =m.
O
Izrek 73 Naj bo funkcija f holomorfna na Q\ {a} in naj ima v tocki a pol reda
m. Tedaj ima funkcija f'/f v a enostavni pol (t.j. pol prvega reda) in
Res(f'/f,a) = —m.

Dokaz: V D'(a,r) zar >0 je

dm dm—l dl
) = (z—a)m * (z —a)ym—1 Tt T

+9(2),
kjer je g holomorfna funkcija na D(a,r) in d,, # 0. Torej
(z—a)"f(2) =dm +dm-1(z —a)+ - +di(z —a)" ' + (2 — a)"g(2),

torej
(z—a)"f(z) = h(z),

kjer je h holomorfna funkcija na D(a,r) in h(a) # 0. Naprej

F&)(z = a)™ + f(2)m(z — a)" "' = 1'(2),
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kjer je h’ holomorfna na D(a,r). Sledi

FE e H()

Flzy 27" A mle m o™= T

fE)_ me—art )

O R R ek
e m W)

kjer je ' /h holomorfna v okolici D(a, p), p > 0, saj je h(a) # 0. Torej

?53 B _£+co+01(z—a)+c2(z—a)2+"' ;2 €D(a,p),

torej je res

Res(f'/f,a) = —m.

O

Definicija 69 Naj bo 2 obmocje. Funkcija f je meromorfna na (), ¢e obstaja
mnoZica A C Q) brez stekaliséa v Q), taka, da je f holomorfna na Q\ A, v tockah

a € A pa ima funkcija pole.

Opomba: Bistvenih singularnosti taka funkcija torej nima.

Posledica izreka o residuih je tudi naslednji izrek:

Izrek 74 (princip argumenta) Naj bo f meromorfna funkcija na obmodcju
in naj bo D omejeno obmocje z odsekoma gladkim robom tako, da je DUbVD C )
in da na bD ni nobenega pola funkcije f in da je f(z) # 0 za vsak z € bD (t.j.
na bD ni nobene nicle funkcije f). Tedaj je

1 f'(2)

2mi Jyp f(2)

dz :NO —Np,

kjer je No Stevilo nicel funkcije f v D, Stetih z veckratnostjo in N, tevilo polov

funkcije f v D, stetih z veckratnostjo.

Opomba: Brez izgube splosnosti lahko predpostavimo, da f ni konstantna.
Obmocje D je omejeno, D U bD je omejena in zaprta mnozica v C, torej kom-

paktna mnozica vsebovana v 2. Sledi, da D U bD lahko vsebuje najve¢ konéno
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nicel funkcije f. Ce bi jih vsebovala neskonéno, bi zaradi kompaktnosti D U bD
te nicle imele stekalisce v D U DD C (), torej bi imele nicle stekalisce v 2. To
stekalis¢e ne more biti vsebovano v A, saj so tocke mnozice A poli funkcije f.
Pri polih pa vemo, gre |f(z)| — oo. Torej bi imela funkcija f, holomorfna na
O\ A, stekalisée nicel v obmocju Q2 \ A, kar pa bi pomenilo f = 0 na Q\ A,

protislovje. Sklep: znotraj D je lahko najve¢ kon¢no mnogo nicel funkcije f.

Podobno: ker A nima stekalis¢a v €2, sledi, da kompaktna mnozica D U bD
lahko vsebuje najve¢ konéno mnogo tock iz mmnozice A. Sklep: znotraj D je

lahko najve¢ konéno mnogo polov funkcije f.

Dokaz: Ce je a € Q pol funkcije f reda m, ima funkcija f’/f tam enostaven
pol z residuom —m. Ce je a € Q nicla funkcije f reda m, ima funkcija f'/f tam
enostaven pol z residuom m. Po zgornji diskusiji ima funkcija f v D konéno

Stevilo nicel

a1 kratnosti nq

as kratnosti no

a; kratnosti ny

in konéno stevilo polov

by kratnosti m;y

bo kratnosti mo

b, kratnosti my.

Od tod sledi, da je funkcija f’/f holomorfna na

Q\{al,ag,...,al,bl,bg,...,bk},



6.4. LAURENTOV RAZVOJ IN IZREK O RESIDUIH 285

kjer je Q odprta mnozica, ki vsebuje D U bD. Po izreku o residuih za funkcijo
f'/f dobimo

1 f'(z)

2mi Jop f(2)

I k
dz=) Res(f'/f,a;)+ > _Res(f'/f.b;)
Jj=1 Jj=1
=mi+mg+---+m+ (—n1) + (—n2) + -+ (—ng)
I k
I
j=1 j=1

=Ny — N,

Posledica 26 Naj bo f holomorfna na obmocju §2 nekonstantna. Naj bo D
omejeno obmodje z odsekoma gladkim lokom in D U bD C Q. Denimo, da f

nima nicel na bD. Tedaj je

2mi Jyp f(2)

L e,

enak Stevilu nicel funkcije f na D Stetih z veckratnostjo.

Diskusija o imenu ,,princip argumenta”

Ker je (e®)) = e* # 0 po izreku o inverzni preslikavi sledi, da ima funkcija
z +— e = w lokalno vedno inverz, ki ga oznac¢imo z z = logw. Ce w fiksiramo,

je tock logw (t.j. takih z, da je e* = w) veliko, saj
logw = log |w| +iargw + k27i, k € Z.

Ker je €l8* = 2, je €!°¢#(log z)’ = 1, torej (log z)’ = 1/z. Podobno velja, e je

f holomorfna in f(z) # 0, je

/ 1,
(10gf(2’)) = mf (2).
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Slika 6.16: Rob obmocja D razdelimo na manjse dele

Za majhen delcek poti od zp do z; je

/20721 ];/((j)) dz = log (f(Zl)) —log (f(Zo))

= log|f(z1)| +iarg f(21) — log|f(20)| + i arg f(20)

= log |f(z1)| — log|f(20)| +i(arg f(21) — arg f(20))
Koscke sestejemo, t.j.
Z(O + i - celoten prirastek argumenta vzdolz bD),

sledi

1 f’(z)d _.. sprememba argumenta f(z) vzdolz bD

2 Jup F2) omi

Zgornji integral nam pove kolikokrat tocka f(z) obkrozi 0, ko z tece vzdolz bD

ravno enkrat okoli (v pozitivhem smislu).

6.5 Holomorfne funkcije kot preslikave

6.5.1 Lomljene linearne transformacije

Definicija 70 Preslikava

az+b
= —,
cz+d

kjer so a,b,c,d € C in ad — bc # 0 se imenuje lomljena linearna preslikava

(0z. lomljena linearna transformacija ).
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Opomba: Vecasih se take preslikave imenujejo Mdbiusove preslikave. Mi
bomo izraz Mobiusove preslikave uporabili v zozenem pomenu, za take pres-

likave, ki bodo |z| = 1 preslikale nase.

a
Opomba: Pogoj ad — be # 0 pomeni, da sta vrstici v matriki linearno
c d

neodvisni. Ce ta pogoj ni izpolnjen, je ena vrstica mnogokratnik druge, npr.
obstaja A, da je (¢,d) = A(a,b), t.j. ¢ = Aa in d = Xb. Tedaj je cz +d =
Aaz + Ab = A(az + b) in

az+b 1
= - (= t.
cz+d A (= konst.)
Opomba;: Preslikava
az+b
=F
Z i d (2)

je holomorfna povsod, kjer je cz +d # 0, t.j. z # —%. Poseben primer, ko je
c=0,
a b

tedaj F' imenujemo afina linearna preslikava.

Lomljeno linearno preslikavo

az+b
— =w
cz+d

gledamo kot preslikavo Riemannove sfere S = C U {oo} nase. V primeru, ko je
¢ # 0, F nese tocko —% v 00, t.j. F(—%) = 0.

1z
az+b
=w
cz+d

izracunajmo z. Torej

w(cz+d)=az+b
wez +wd —az—b=0

z(we—a) = —wd+b
_(=dw+b

cw —a
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(—=d)(—a) — bc = ad — beq # 0,
torej je lomljena linearna preslikava bijekcija S nase.

e Ce je ¢c = 0, je F(00) = 00, t.j. nobena koncéna tocka se ne preslika v

neskoncno tocko.
° éejec;éO,jeF(—g):oo.

e Cejec#0,je

I
g

torej F'(oc0) =

ole

Opomba: Preslikava

e 2 — z je identiteta

e z 1 ez je vrtenje za kot w

z s tz, t >0 (tz = t|z]e!*8 ) je homotetija

e 2> az,a#0,a€C (a=te™, t>0,az = tez) je kompleksna linearna

transformacija

z + z + b je translacija za b

z +— az + b je afina linearna transformacija

1 . o ip _ 1 _ 1 _ 1 —ip
e 2 - jeinverzija. z = [z|e'¥, p = argz, - = " = 1€
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Slika 6.17: Inverzija z — % na enotski kroznici

Inverzija z — % na enotski kroznici, e — - = e = eiw. Ce je

etw

lw =1, je L =w.

Trditev 13 Vsako lomljeno linearno transformacijo je mogoce zapisati kot kom-

pozitum preslikav naslednjih tipov:
(i) translacija: z v+ z+b
(i) rotacija: z v~ az, la| =1 (tj. a = e*)
(¢i1) homotetija: z+>rz, r >0 (reR)
(iv) inverzija: z — L.

Dokaz: Ce je ¢ = 0, je to jasno. Tedaj je z — Az + B, kjer je A = Sin B =

o

2 |Alz > e84 Alz s ! 284 A2 + B

ei arg A

w— [Alw, w w, w—w+B

Ce je ¢ # 0, pa zapisemo

az+b a A bc —ad

cz+d_c+cz+d’ a c

t.j. kompozicija preslikav

1 a
w—cw, w—wtd o we —, weAw, we w4+ —.
w c
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Diskusija: Kajlomljene linearne preslikave naredijo s premicami in kaj s kroznicami?
Preslikave zgoraj, t.j. (¢), (i7) in (i7¢) slikajo kroznice v kroznice in premice

v premice. Za preslikavo (iv) to v splosnem ne velja.
Naj bo

F = {vse kroznice} U {vse premice}.

Pokazemo, da z — 1 ohranja druzino F.

Krivulje iz druzine F so natanko tiste, ki izpolnjujejo enacbo
(%) azZ+ Bz +FZ+v =0,

kjer sta a,7 € R, o,y > 0 in B € C tako, da velja 85 > a.

V primeru, ko je o = 0, je enacba (x)
(#x)  2Re(Bz) = —7,
torej Re(8z) = —3, kjer je v > 0. Najprej opazimo, da je
Rez=t, t>0
enacba vertikalne premice skozi tocko t,
Re(e™z) =t

pa enacba premice, ki jo dobimo iz prejsnje tako, da jo zavrtimo okrog izhodisca
za kot —w. Jasno je, da lahko na ta nacin zapisemo vsako premico. Torej pri

a =0, (x) postane (*x), kar pa je enacba premice

B ) g

Re (—z =———.

8] 2|8
Obratno velja: Vsako premico je mogoce zapisati v obliki (xx), t.j. v obliki (x),
ko je a = 0.

Ce je dana kroznica
‘Z_B‘:T7 T>O7B€C7

sledi
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torej
(z=B)z—p) =1
in zato
2Z—Bz—Bz+ (BB —1%) =0.
Jasno je

63> ﬂB_T27

torej je zgornja enacba oblike (%) z a # 0.

Obratno, ¢e v (x) a # 0, enacbo delimo z . Dobimo

ZZ + —Z—|—é3+ 7 =0.
@ @
t.j.
(z+é)(z+é> —%4—1—0
@ o o o
t.j.
Bl 88
z+ —‘ = _x + —
o a o
_ BB —2@’7 >0,
@
kar pa je enacba kroznice s srediscem v g in polmerom ﬁﬁa_—f“’

Ce v enachi (¥) zamenjamo z z L, dobimo

11 1 =1
a—=+p-+B=+7=0
zZz z zZ

oziroma

a+pzZ+Bz+v22=0,

kar pa je enacba natanko istega tipa kot (k).
Sklep: Inverzija ohranja druzino F in slika premice v premice ali kroznice in

kroznice v kroznice ali premice.
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Naj bodo a, b, ¢ tri med seboj razlicna kompleksna stevila. Konstruirali bomo

lomljeno linearno transformacijo ¢, da bo

p(a) =0
p(b)=1
plc) = o0

Ta je
_(b=c)(z—a)
w(2) = (b—a)(z—c)

Je ena sama, saj ¢e je ¢(a) = 0, mora biti z — a v Steveu, ce je o(c) = oo,
mora biti z — ¢ v imenovalcu. Ce pa je e »(b) = 1, to ravno zgornja formula.
Tudi inverz take preslikave je en sam, t.j. obstaja natanko ena lomljena linearna

transformacija, za katero je

$(0) = a
(1) =0
P(o0) = ¢

Od tod sledi naslednji izrek.

Izrek 75 Za vsaki trojici med seboj razlicnih stevil {a,b,c} in {a’,V', '} iz CU

{0} = S, obstaja natanko ena lomljena linearna transformacija ¢, za katero je

pla) =d
p(b) =’
p(c) =c.

Posledica 27 Vsak odprt krog je mogoce preslikati na vsak drug odprt krog z
lomljeno linearno transformacijo. Prav tako je mogoce vsak odprt krog preslikati

z lomljeno linearno transformacijo na vsako odprto polravnino.

Ideja za konstrukcijo:

Krog na krog
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Slika 6.18: Transformacija ¢ preslika krog na krog

Transformacija ¢ preslika krog D; na krog Ds.

Krog na premico

Slika 6.19: Transformacija ¢ preslika krog na premico

Transformacija ¢ preslika krog D na premico P.

Zgled: Naj bo

o) = 2.

Transformacija ¢ nese to¢ko 1 v co. Torej enotsko kroznico (pravzaprav vsako
kroznico skozi toc¢ko 1) ¢ preslika v premico. Podobno velja: premice skozi

tocko 1 se preslikajo v premice.
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Slika enotske kroznice (z = e®):

. 1+eit
AN
80(6 )_ 1 _eit
_ (14 €™)(1 — eit)
‘1_6it|2
B (1 + eit)(l _ e—it)
‘1_6it|2
B 1+eit_e—it_1
- ‘1_6it‘2
218int .
= T cip (eiR)

Od tod sledi, da se enotska kroznica preslika na imaginarno os. Ker gre tocka
0 v tocko 1, se torej notranjost kroga preslika na desno polravnino, zunanjost

kroga pa na levo polravnino.

6.5.2 Schwarzova lema in holomorfni avtomorfizmi kroga
Najbo A ={z € C: |z| < 1} enotski krog.
Lema 1 (Schwarz) Naj bo [ holomorfna funkcija na A, ki zado$éa:
(@) If(2)l <1, 2€A (& f(A)CA))
(b) £(0) =0.
Tedaj velja
(@) [f(2)] < 2], 2 €A
(i) [f"(0)] < 1.

Ce velja enakost v (i) za nek z € A\ {0}, ali ¢e velja enakost v (ii), potem je

t.j. rotacija za kot ¥.
Dokaz: Ker je f(0) =0, ima f(z)/z v 0 odstranljivo singularnost, saj je

f(z):f(0)+clz+czz2+...

=z(c1 + 2z + 3zt + ),

9(=)
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torej

kjer je funkcija g holomorfna na A. Velja |zg(2)| = |f(2)] < 1, z € A, |z] =
r<1,rlg(z)] <1, |g(z)| < L. Po principu maksima sledi |g(z)| < 1 za vsak z,

|z| < r. Posljimo r proti 1. V limiti dobimo |g(z)| < 1 za vsak z, |z] < 1. Od

tod sledi
|f(2)] = [29(2)|
= |2| g(2)|
< lzl,
saj [g(z)] < 1.

Vemo f(z) = zg(z) za vsak z € A. Sledi

f(0) = 2"[.=0 - 9(0) +0- ¢'(0)

= 9(0),

torej
If'(0)] =19(0)] < L.

Obrat: Recimo, da velja v (i) enakost za nek zg € A, 29 # 0, t.j. iz | f(z0)| = |20]

sledi
f(z0)

20

lg(20)| = =1

Ker je |g(2)] < 1, z € A, po izreku o lokalnem maksimumu sledi, da je g

konstantna.

za vsak z € A.

Ce velja [f/(0)| = 1, je |g(0)| = 1. Torej je g konstantna. O
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Funkcija f je holomorfna, D omejeno obmocje,

f:A—=D

f:0—=a.

Slika 6.20: Funkcija f je holomorfna, f : A — D.

Torej

|f/(0)] < stevilo, ki je odvisno le od « in D.

V Schwarzovi lemi je D tudi disk in o = 0. To $tevilo je 1.

Definicija 71 Naj bosta Dy, Dy obmodji v C. Preslikava f : Dy — Dy je bi-
holomorfna, ce je f bijektivna in ée sta f in f=1, f=1: Dy — D1, holomorfni.
Ce je D1 = Dy = D, potem se biholomorfne preslikave f : D — D imenujejo

holomorfni avtomorfizmi obmodcja D.
Opomba: Mnozico vseh holomorfnih avtomorfizmov ozna¢imo z
Aut(D).

Kaj so avtomorfizmi diska A7 Preprost razmislek pokaze, da so edine linearne
preslikave z — ¢z, ki so elementi mnozice avtomorfizmov diska A, rotacije, kjer

jec=¢e", YeER.

Definicija 72 Za o € A definirajmo

— 1
QOOC(Z) = - —a7 ZEC, 27&:
1—az [}

Transformacijo ¢, imenujemo Mébiusova transformacija.
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Slika 6.21: Md&biusova transformacija

Opomba:

—; = lim ¢ (2)

a z—00

Trditev 14 Za vsak o € A je @q, zoZena na disk, holomorfen avtomorfizem

diska. Natancéneje
pald) = A
va(bA) = bA
¢a(C\A) C (CU{oo})\ A

pa(CU{oo} \A) = (CU{oc}) \ A

Naprej:

Velja tudi:

Dokaz: Najprej pokazimo

Z—a Z—«

1—|pa(z)?=1-
4 l—azl—-az
1
= m(l —az —az+ |a?|z* = |22+ az + @z — |of?)
1
= m(l — |22 + [e*(|2* - 1))

_ A —laP)d -2 50
11— a2 ’
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razen v tocki z = £ kjer je pol. Torej znak ob 1 —|p,(2)|? je enak znaku stevila
1— 2%
zeA& |zl <1
s1-|z2>0
S 1—|pa(2)*>0
& |pa(2)] <1

< palz) €A

z€bAS1 -2 =0
& 1—|pa(2)P =0
< pa(z) € DA

Podobno: komplement A preslika v komplement A.

Inverz, t.j. ¢, ', dobimo tako, da resimo

pal2) =w & 2= (),

t.j. iz
z—«
w =
1—-az
sledi
w+ « 1
Tlraw "V 7 a
Torej velja ot = ¢_,.
Pokazati moramo se ¢, (0) = 1 — |a|? in ¢/, (a) = ﬁ Z odvajanjem dobimo
;o (l=az)+(z—a)@
wa(z) - (1 _ az)g
-t
(1 —@z)?’
od koder naprej sledi
/ 2
Pa(0) =1—|al
1
ala) =

Sl af
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]

Izrek 76 Naj bo f nek holomorfen avtomorfizem diska in naj bo o € A tista

tocka, ki jo f preslika v 0, t.j. f(a) =0. Potem je f oblike

f(2) = e pal2)

Posledica 28

Po Schwarzovi lemi sledi |¢'(0)| < 1. Tudi inverz, t.j. g~ € Aut(A), in g=(0) =

0. Po Schwarzovi lemi sledi

(g™ ()] <1

‘ﬁ'gl & g2 1.

Torej |¢'(0)] = 1. Po Schwarzovi lemi sledi

za nek 9 € R. Sledi

in
z=p_o(w) €A

w=u(z) €A
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Torej
f(z) =ePpn(2), VER, z€A.

PosploSena Schwarzova lema

Naj f : A — A holomorfna funkcija, f(0) =: a € A. Velja
[F(0)] <1—]af

Ce velja enakost, potem je f avtomorfizem diska.

9(z) = pa(f(2)), ze€A

g: A=A ¢(0)=0

Slika 6.22: Funkcija f je holomorfna, f: A = A

Po Schwarzovi lemi |¢'(0)] < 1 (&e velja enakost < ¢ rotacija < g € Aut A

& g(2) = €2, 9 € R),

= () f'(0),
torej
(o] £/ < 1
torej
OIS T
— 1 fof

Ce velja enakost < ¢ rotacija < g € Aut A.
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Izrek 77 Naj bo D C C obmodje in f injektivna holomorfna funkcija,
f:D—=7D.
Potem je f'(z) # 0 za vsak z € D.Inverz je
11D =D,
tudi holomorfen, torej f je biholomorfna.

Dokaz: Dokazati je potrebno f’(a) # 0, za vsak a € D. Ostalo sledi iz izreka o
inverzni funkciji. Recimo, da f’ ima nic¢lo. Potem ima enacba f(z) = f(a) vsaj

dvojno niclo pri z = a,

f(z) = fla) +ex(z —a) + -

kjer je k > 2. Sedaj vzamemo majhen r > 0 tako, da f(z) # f(a), ce je

|z — a] = r. Po principu argumenta

RV (O
210 J|._g)=r f(2) — f(a)

Izraz na levi je celo stevilo in je enako stevilu resitev enacbe f(z) = f(a) na

dz>Fk (>2)

|z —a| < r. Sedaj f(a) nadomestimo z nekim stevilom f(b), ki je blizu f(a).
Enacba f(z) = f(b) nima resitev za |z — a| = r, ¢e je f(b) dovolj blizu. Pri tem

V(O
2mi Jo—a)=r f(2) — (D)

kar je enako stevilu resitev enacbe f(z) = f(b) za |z —a| < r, Steto z algebrai¢no

fb) — dz,

veckratnostjo nicle, t.j. nicla p-tega reda je Steta p-krat. Integral s parametrom
f(b), ki je zvezno odvisen od f(b). Torej je to stevilo neodvisno od f(b), ce je
dovolj blizu f(a), torej je isto kot pri f(b) = f(a) in velja, da je > k > 2.
Sklep: To pomeni, da ima za vsak f(b) dovolj blizu f(a) enacba f(z) = f(b)
vsaj dve resitvi na |z —a| <. Ce resitvi sovpadata, t.j. sta enaki, potem je f’
v tej tocki enaka 0. Toda odvod ima kvecjemu izolirane nicle, ker je f’(a) = 0,
t.j. f # 0 v neki punktirani okolici tocke a. Toda ta moznost ne pride v postev,
zato so resitve enacbe f(z) = f(b), f(b) # f(a) paroma razli¢cne. Torej f ni
injektivna v nobeni okolici tocke a, protislovje. Od tod sledi f'(a) # 0, ¢e je f

injektivna. |
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6.5.3 Konformnost holomorfne preslikave

Naj bo f preslikava z D(a,R) v C. Naj bo f(z) # f(a), z € D(a,R) \ {a}.

Pravimo, da v tocki a preslikava f ohranja kote, ce za r — 0,

(a+re“92)
retv2 (90—
féairzmli (() I )
|f (a+ret) — f(a)]

Opomba: f (a + re“%‘) —f(a) je vektor (kompleksno stevilo) od f(a) do f (a + 7"6“92).

Slika 6.23: Funkcija f je holomorfna, f: A = A

Kot med daljicama f(a), f (a + rei?2) in f(a), f (a + re®1) oznacimo s ¢. Ce je
f (a—|—7‘6“92) — fla)=1f (a—|—7‘6“92) — f(a)|e™?
flatre™) = fla)=If (a+re”) = fla)le’™",

kjer je we — w1 = ¢, je

F(atre™) - fla)
Flatre™) — f@] _ e
f(a+re) = f(a) el
|f (a+ret) — f(a)l
— pilwa—wi)
— i

Pogoj torej pove, da se koti v limiti ohranjanjo, t.j. ¢e imamo dve krivulji
Ly in Ly skozi tocko a, katerih tangenti oklepata kot ¢, potem sliki f(£;) in
f(L2) v tocki f(a) oklepata isti kot in smisel vrtenja se ohranja. Konformna

preslikava ohranja kote in smisel vrtenja.

Izrek 78 Naj bo f : D(a, R) — C preslikava. Ce f'(a) obstaja in je f'(a) # 0,

tedaj f v tocki a ohranja kote, t.j. f je konformna v a. Obratno, ce je f kot
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preslikava z R? v R? diferenciabilna v a, ¢e (Df)(a) # 0 in ée f ohranja kote v
a, tedaj f'(a) obstaja in velja f'(a) # 0.

Dokaz: Zaradi enostavnosti predpostavimo, da je a = 0 in f(a) = 0. Naj bo
1'(0) = a. Tedaj je
fla+re”) — f(a)

lim fla+re™) = f(a) — lim ret?
=0 |f(a+re?) — fla)] =0 f(a+re”) — f(a)
ret
w (@)
[f'(a)l
in zato res velja
Flatre®™) —f@ L, Pa)
o e @] [f)
r=0 f(a+re) — f(a) it f'(a)
f (a+ret) — f(a) | (a)]
_ i(92—03)

Obrat: Naj bo f : R? — R? diferenciabilna in naj bo (Df)(0) # 0. Tedaj je
f(z)=az+ Bz + o(|z])

za majhne z € C, kjer sta o, § € C, ne obe hkrati enaki 0. Naprej, z = x + iy,

f=u+iv,

u(z,y) = pr + qy + o((z,y))

v(z,y) =re+ sy + 0((x, y))
torej

f(z) = u(z,y) +iv(z,y)

= pr+ay+o((w,y) +i(re + sy +o((2,9)))
z—|—§+ z E+_ z—|—3+_ z

= r A

Py Tl 2 y

24
(P Sy o (P_a s
—z(2+2i+2+2>+z(2 5 T3 2>—|—0(|z|)

z —

+o(lz])

=az+ fz+ o(|z])
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Po nasi predpostavki je vsaj eno od stevil p, q,r, s razlicno od 0.

Ce bi bilo a = 3 = 0, bi bilo

P q ir S
L ST o'
2+2i+2+2
P q ir S
—— =+ ———==0.
2 2i+2 2
Od tod bi sledilo

p ar

24—

2+2

q

L _5=0

2 °

in od tod p=r =0 in g = s = 0, protislovje. Konformnost v tocki 0, ki smo jo

predpostavili pomeni,

are’2 + Bre=z 4 o(r) |are’t + Bre=™ 4 o(r) g2
: : : : B
|are®2 + Bre=2 4 o(r)| are®t + Bre=1 4 o(r) etV1

pri r — 0, zato

ar + Bre=2"2 4+ o(r) |ar + Bre=21 4 o(r)]

- - 1
lar + Bre=2W2 + o(r)| ar + Bre=2W1 + o(r) ’
pri r — 0, torej
) o(r —2i9 o(r)
o+ Bem 202 +—(r) ot fem + =
G o "
a+/86—2i192 _|_O_‘ a+/86—2i191 4+ =7
r r
Sledi ‘
a + Be 22 ’oz + e 2 ’ _
‘Oé + ﬁe—2i192| a+ 66—21‘191 =
za vse Y1 in vse V.
Fiksirajmo ;. Dobimo
o+ Be~ 202
—————=A, AeC.
|a + 66_2“92‘

Ker «, 8 nista oba hkrati enaka 0, je A #£ 0.

a+56—2i192 :A‘a+56—2i192’
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Argument kompleksnega Stevila na desni je v bistvu argument Stevila A. To pa
je stevilo, ki za vse ¥ lezi na istem poltraku skozi A. Ce je 8 # 0, leva stran
pretece celo kroznico, ki pa jasno ne mora biti vsebovana v poltraku. Sledi

B =0. Torej vemo o # 0 in Se f(z) = az + o(|z|), torej

oy - i o (2)
1'(0) = lli% z
=a+ lim M
z—0 z
= o.
Torej je f odvedljiva v tocki 0 in njen odvod je od 0 razlicen. 0

Opomba: Holomorfna preslikava, katere odvod je od 0 razlicen, je torej
konformna preslikava (ohranja kote in smisel vrtenja). Injektivna holomorfna

preslikava je vedno konformna, saj je zaradi injektivnosti odvod razlicen od 0.

Zgled: Naj bo f definirana s predpisom

142z

f(2)

T 1—2z

Slika 6.24: Kroznice se preslikajo v premice

Preslikava f preslika enotski krog na desno polravnino. Interval (—1,1) se

preslika v (0,00), saj f(—1) =0, f(1) = cc. O

Zgled: Naj bo f, dana s formulo f(z) = e*, f'(z) = e* # 0, konformna v vsaki

tocki. Vemo e* 2kt = 2,
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Slika 6.25: Pas [0, 2mi) x (—o00, 00) se preslika na C\ {0}

(a) Fiksirajmo y, y € [0,27), in x naj tece od —oo do oo tako, da
{x+iy: —00 < x < 00}

Sledi

kjer 0 < e* < 0.
(b) Fiksirajmo z, x € (—o0,00). Pri tem je

fl) = emti

_ emezy’

y € [0, 27), kroznica s polmerom e”*. Interval (0, 27i) se preslika na enotsko
kroznico (e = 1). Pas [0, 27i) x (—00, 00) se preslika na C\ {0}. Preslikava

je povsod konformna.

Zgled: Preslikava f je dana s formulo
f(z) = 2%,

torej f (') = .
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I R

Slika 6.26: Preslikava z — 22

Preslikava f preslika tocke z enotske kroznice na enotsko kroznico, podvoji
se kot. Tocke znotraj enotske kroznice pomakne proti izhodiscu, tocke zunaj

enotske kroznice pa pomakne Se bolj stran od izhodisca.

Izrek 79 (Riemannov upodobitveni izrek) Vsako enostavno povezano obmodje
v C, ki ni enako C je biholomorfno ekvivalentno krogu, t.j. za vsako obmocje D

obstaja biholomorfna preslikava F : D — A.

Slika 6.27: Riemannov upodobitveni izrek

Dokaza ne bomo navajali.

Opomba: Ce je D = C, tedaj take preslikave ni, saj ¢e je F : C — A holo-
morfna preslikava, je F' omejena holomorfna funkcija na C, taka pa mora biti

po Liouvilleovem izreku konstantna.
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6.6 O (kompleksnih) Fourierovih vrstah

Na intervalu [—m, 7] imamo funkcijo f, ki je zvezna, gladka in velja f(—m) =

f(m).

Slika 6.28: Funkcija f, f(—m) = f(n)

Ali se da naso funkcijo zapisati kot vsoto trigonometri¢nih funkcij, t.j.
cos T
sin
f(z) =14 cos2x

sin 2x

Za nas bodo osnovne funkcije

t

e" =cost+isint

€2 = cos 2t + i sin 2t

e % = cost — isint

e 2 = cos 2t — i sin 2t

Definicija 73 Kompleksna trigonometriéna vrsta je dvostranska vrsta ob-
like

(o]
E cre™ = e 9e™ fe1e7 4 cg + cre™ + e -

k=—oc0

Opomba: Laurentova vrsta je povezana s trigonometri¢no vrsto. Naj bo r; <
1 < ro in naj bo f holomorfna na kolobarju A = {z : 1 < |z| < r2}. Tedaj
vemo, da je f na A mogoce razviti v Laurentovo vrsto

flz)= Z cpz”

k=—o00
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in vemo, da vrsta enakomerno konvergira na vsakem manjsem kolobarju vsebo-
vanem v A. Torej vrsta v posebnem enakomerno konvergira na enotski kroznici,
torej na {z : |z| = 1}. Tedaj je
o0
f(em) _ § Ckelkﬂ, (Z:em)
k=—o0
primer Fourierove vrste. Denimo sedaj, da f ni nujno holomorfna, da pa velja
oo
fe?)= > e 9e(—mmal,
k=—oc0
kjer je vrsta na desni enakomerno konvergentna na (—, 7]. Fiksirajmo m € Z

in obe strani pomnozimo z e~

o]
e_imﬁf(eiﬂ) = Z ckeikﬂe_imﬂ, Y c (_7T77T]7
k=—oc0

kjer vrsta na desni Se vedno enakomerno konvergira na (—m,7]. Zato lahko

clenoma integriramo

1 [T . ) 1 [ = . )
6—1m19f(6u9)d,(9:_/ Z Ckezkﬂe—imﬂd,@

o o 2 J_,
k=—oc0
> 1 (™ . .
_ Z Ck_/ ezkﬂe—zmﬂd,@.
2 J_,
k=—c0
Ker je
/ Gilk=m)? gy _ / (cos(k — m)d + i sin(k — m)®)do
2m, k=m
0, k#m.
Sledi

1 [~ .
— e f(edY = ¢y, m € Z.
2 J_ .

Te integrale pa lahko izracunamo za vsako npr. odsekoma zvezno funkcijo f.

Definicija 74 Naj bo [ odsekoma zvezna funkcija na enotski kroznici, t.j. ¥ —

f(e™) je odsekoma zvezna na [—m, 7. Stevila

1 /T ,
Cm = 5 e~ ™Y f(e™)dYy, m € Z.

—T
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imenujemo Fourierovi koeficienti funkcije f in vrsto

o0

§ ckezkﬁ

k=—o00
imenujemo Fourierova vrsta funkcije f in oznacimo
o0
f(ezﬁ) ~ § ckezkﬁ.
k=—o00

Pojavita se naravni vprasanji:
(a) Ali za dano funkcijo f njena Fourierova vrsta sploh konvergira?

(b) Ce konvergira, kaj je njena vsota. Ali je sploh v kakdnem sorodu s funkcijo

f?

Zgled: Naj bo
-1, Y€ (—m,0]
1, Y€ (0,7

f(e") =

Fourierove koeficiente funkcije f izracunamo

1 (™ _, ;
Ck = e~ f (e dy
27 J_,
_ LT ik, R A
= e (=1)dv + e "L dy
27 J_, 2 J_,

Od tod takoj vidimo, ¢e je k = 0, sledi ¢y = 0. Ce k # 0, pa sledi

1 [7 . 1 [7 .
Ch =5 _ﬂ(—coskﬁ—i—@smkﬁ)dﬁ—i—%/_ﬂ(coskﬁ—@smkﬁ)dﬁ
11 i 0 11 i 8
— = |—Zsinkd — L cosk | Zsinkd 4 ~
277{ ksmkﬁ kcos 19}_7r—6-27r [ksm 19+kcosk19 .
. 0 . s
) 1 i |1
= ﬁ |:_E COS]f?g:| - + % |:E COSk"l9:|O
)
=5 2(—1+4 coskm)
1
= —(1—(~1)*
Loy
2. klih

0, k sod.
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Torej

Simetricne ¢lene poberemo skupaj, npr.
e*V — =Y — 94 gin ko,

torej

; 4 1
9 : :
~ = Y4 =sin3d+--- ).
fe”) - (Sln +3S1n + )
Pri ¢ = 0 so vsi cleni enaki 0, torej vsota je enaka 0. Kasneje bomo videli,
da za ¥ € (—m,0) U (0,7) pa je vrednost funkcije enaka vrednosti vsote njene

Fourierove vrste. O

Izrek 80 Naj bo f odsekoma zvezna funkcija na {z:|z| = 1} in naj bo

%)
f(ezﬂ)N Z Ckelkﬂ,

k=—o00

tj.

1 i . )
= — e—zkﬂf(ew)d,ﬂ
2T

—T

za vse k € Z.. Tedaj za poljubna m,n > 0 velja

F(e?) — i cpe?

k=—m

2
_i " AP
dﬁ_%/_ﬁu(e )|2do.

- 1
Z lex|? + 2—/
k=—m &

T
—T
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Dokaz: Izracunajmo

_ f(eiﬁ)_ i Cjeijﬁ

j=—m

( fle) — Z ek )
k=—m
=1f(e “9 6“9 Z cje’

n
_ E ckezkﬁ

k=—m

j=—m
n
_f(eiﬁ) Z @e—ikﬁ_’_
k=—m
n n

+ Z Z cj@ei(j_k)ﬁ.

j=—mk=—m

Sedaj pa integrirajmo na obeh straneh. Sledi

2
L ko 1 /W i |2
— ! dy = — | dy—
21 ) _n fle kZkae 27 Al
_ Z ¢j— / fe“9 et 49—
27
j=—-m
- 1 " 19y ,—ik9
— Z Cr— fe)e " di+
27 J_,
k=—m
+ ) gl
j=—-m
:i 71-| “9|d19— Z |Ck|2
27
k=—m
kjer je

> e - | T - S Ik

j=-m j=-m

Dokazali smo torej

3 \ck\2+—/

k=—m

f Z ckelkﬁ

k=—m

2
1 " 9|2
dﬁ_%/ £ (e?)[2dv.

Opomba: Posledica je, da so delne vsote vrste

o0
> lal

k=—o00
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navzgor omejene, saj je
™

n 1 .
> P <o [ Ire)Pan
k=—m

—T

za vse m,n > 0.

V limiti dobimo naslednji izrek:

Izrek 81 (Besselova neenakost) Ce je f odsekoma zvezna na {z:|z| =1} s

Fourierovo vrsto

o0
FEe)~ D e,

k=—oc0

tedaj velja

00 1 T .
> lal <5 [ 1rE)Pa.

k=—o0 -

Opomba: Od tod v posebnem sledi, da je limg_oo cx = 0 in limy_, o ¢ = 0.
Diskusija: Za funkcije f, ki so holomorfne v okolici enotske kroznice ze vemo,
daje f(e'?) =372 cre™, torej vemo, da

(a) Fourierova vrsta konvergira za vse t;

(b) Njena vsota je za vse 1 enaka f(e'”).

Kaj pa v bolj splosnih primerih funkcije f?
Vemo ge tole: Ce je f(e) =322 cre™ za vse 9, pri cemer je vrsta na
desni enakomerno konvergentna, tedaj je vrsta na desni ravno Fourierova vrsta

funkcije f (ki torej konvergira in je enaka f).

Opomba: Obstajajo zvezne funkcije, katerih Fourierova vrsta nikjer ne konver-

gira.

Izrek 82 Naj bo [ odsekoma zvezna funkcija na {z :|z| = 1} in naj bo

F(e®) ~ i cpe®?

k=—o00



314 POGLAVJE 6. KOMPLEKSNA ANALIZA

Ce je funkcija O — f(e') diferenciabilna v 9y, tedaj Fourierova vrsta funkcije
f konvergira k f(e'0) pri 9 =y, t.j.
o0 n
iy _ ikdo o ikdg
f(e™?) = Z cke (- m,lrltrgoo Z cre ) .
k=—oc0 k=—m

Dokaz: Naj bo najprej 9o = 0, t.j. e®’° = 1. Definirajmo

i fe”) =1
g(eﬁ):: (66“3_1( )
Ker je
. o JE) = f(1) 0
S g(e"”) = Jim T
kjer _
o 1) = £
9—0 ¥

obstaja, saj je f po predpostavki diferenciabilna in

e —1 (cost —1)+isiny
lim = lim
9—0 9 9—0 v

=i (#0).

Obstaja tudi

950 e — 1
Sledi, da g ima limito pri ¥ — 0. Ker je ¥ — f(e®) odsekoma zvezna na [—, ),
je tudi g odsekoma zvezna na [—7, 7|\ {0}. Ker pa ima ¢ limito pri ¢ — 0 sledi,
da je g odsekoma zvezna na [—m,7].
Naj bodo by, Fourierovi koeficienti funkcije g, t.j.

g(eiﬁ)N Z bkeikﬁ.

k=—o00
Kot prej, Besselova neenakost da by — 0 pri k — do00. Izrazimo ci-je z by-ji.
Ker je
F(e) = g(e)(e” = 1) + f(1),
je torej
cp = 1/ gl (et — l)e—ikﬁdﬁ_’_f(l)% /ﬂ o—ik? g9

2 J_ . o

1 [ ; 1 [ ;
— e—z(k—l)ﬁg(em)dﬂ o / e_lkﬁg(elﬁ)d'ﬁ“‘
D 27 J_,

+)— /W =0 g

27 J_,
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Sledi

e =br—1—br (K#0)

co=0b_1—bo+ f(1) (k=0),

n

Zn: ce=f1)+ Y (bk-1—br)

k=—m k=—m

= F(U) 4 (bt = bom) + (Do = bo1) + -+ (bus — by)

= f(l) + b1 — by

Ker b, > 0prin —ooin b_,,_1 — 0 pri m — oo, sledi

lim Z cp = m’lggoo(f(l) +b_m_1—bn)
k=—m

=f(1)

Torej je .7 ¢k res konvergentna in njena vsota je enaka f(1). Torej je

o0
ik _ 709
Z cre ‘1920 = f(e")

k=—oc0

= 1(1).

Izrek je torej dokazan za poseben primer, ko je ¥y = 0. Za splosen 9 uvedemo
novo spremenljivko. Definiramo
oo
h(e?) = f (ei(ﬂ-&-ﬂo)) N Z are™?.
k=—o
ki je spet odsekoma zvezna in diferenciabilna pri ¢ = 0, saj je f diferenciabilna

pri ¥g. Izracunajmo Fourierove koeficiente

L™ ko i
ar = 7 » e h (e ) dv
_ i T f (ei(ﬂ—ﬂ%)) e—ikﬁdﬁ’
2 J_,

z uvedbo nove spremenljivke ¥ + J¢ = ¢, d¥ = dp, ¥ = ¢ — ¥, lahko pisemo

T+
ap = L I f (6i<p) 6—ik(<p—ﬂo)d<p.
2m —m+3d0
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Podintegralska funkcija je periodi¢na, s periodo 2w, zato so vsi integrali po

intervalih dolzine 27 med seboj enaki.

Slika 6.29: Graf periodi¢ne funkcije

Ker je f periodi¢na, lahko meje integriranja premaknemo

ap = 6ik190 L/ f (e—iap) e_ik"ad(p

27 J_ .

= cpe'to.

To pomeni, da je Fourierova vrsta funkcije f pri ¥ = ¢y enaka

o0 oo
E Ckelk’&(] — E ak ,

k=—o0 k=—o00

torej Fourierova vrsta funkcije h pri ¥ = 0. Ker pa je funkcija ¢ + h(e®™)

odvedljiva pri ¢ = 0, je po zgoraj dokazanem

Z ap = h(e"%)

k=—o00

Torej vrsta

konvergira in sicer k f(ei*7). O

Opomba: V primeru zgoraj

-1, e (—m,0]
1, Y€ (0,7

f(e”) =
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smo dobili
i 4 (. L.
fe?)~—|sind+ -sin3d+--- |,
s 3
torej Fourierovo vrsto za funkcijo f, ki konvergirak —1 za 9 € (—7,0) in k 1 za

¥ € (0,7). Pri =0 ali ¥ = 7 so vsi koeficienti enaki 0, torej vrsta konvergira

k 0.

Izrek 83 Naj bo [ funkcija na {z: |z| = 1} in naj bo
i f(e) = 6(9)

dvakrat zvezno odvedljiva funkcija na [—m,w]. Tedaj Fourierova vrsta funkcije

f konvergira k f enakomerno na [—m,x].

Dokaz: Vemo ze, da Fourierova vrsta konvergira k f v vsaki tocki. Dokazati

moramo $e, da je Fourierova vrsta enakomerno konvergentna. Naj bo

o0
Fe)y~ D e,

k=—oc0

1 & ) )

can==— [ e " fEe)dy, ke,
2 J_,

torej
1 [,

cn=— [ e FoWdY, keZ.

2

—T

Integriramo per partes.

u=®), du=®(9)dd

. 1
dv=e " *qy, v= —%6_““9,
i
torej

I=m T

1
2mey, = {—,—e‘lwfb(ﬂ)} +

_ —ikﬂ@l .
- o twle (9)dv

Prvi ¢len na desni je enak 0, saj ®(—7w) = ®(x), t.j. vrednost funkcije na
spodnji meji je enaka vrednosti funkcije na zgornji meji. Se enkrat integriramo

per partes.

u=9®'(V), du=®"(V)dV

. 1 .
dv = e *qy, v=——e
i

b
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torej

1 1 v=m 1 /7
2 = e L Y - —ik9 gt )
o = = ([ e 19)} o + e (9)dv

—T

Prvi ¢len na desni je iz istega razloga kot prej enak 0. Torej za vsak k € Z velja

_ 1 T —ik9 /1
cr = 27Tk2/ e "D (9)dy.

—T

Torej
11
o k2

Funkcija ® je dvakrat zvezno odvedljiva po predpostavki, torej je ®” zvezna

|ex| = :

/ e~ R0 (19)do

—T

funkcija na [—m, 7, torej po znanem izreku omejena. Obstaja torej konstanta

M < oo, da je ®"(9) < M za vse M € [—m, ]. Torej je

11 " —ikv "
< ik o
ol < 57z [l @ 0)) 0

=1
L 1/ Mddy

<M

T k2

_ 11

T om k2
M

p .

2w M

Torej |cx| < 2% za vse k € Z. Fourierova vrsta je

in k-ti ¢len je

ikﬁ‘ _ |Ck| ‘eikﬁ‘

leke

c

S

<.

B

Torej je Fourierova vrsta na intervalu [—7, 7] majorizirana s konvergentno stevilsko
vrsto
o0
M
> =
k=—o00

Po Weierstrassovem M -testu sledi, da vrsta

enakomerno konvergira na [—, 7]. O
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6.7 Nekaj opomb o analiticnem nadaljevanju

6.7.1 Schwarzov princip zrcaljenja

Trditev 15 Naj bo G obmodje in G* = {Z : z € G} njegova zrcalna slika glede

na realno os. Naj bo funkcija f holomorfna na G. Tedaj je funkcija
ff:g"=0C

definirana kot

holomorfna na G*.

Slika 6.30: Obmocje G in njegova zrcalna slika G*

Dokaz: Naj bo z € G*. Tedaj je Z € G.

Torej je f* v vsaki tocki obmocja G* C-odvedljiva, torej je holomorfna. O

Opomba: Se drugacen dokaz (skica). Naj bo a € G in v okolici a je

1) = ez —a)t.
k=0
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Sledi
fE) =Y az-a)t
k=0
torej
@ =) az-a)F
k=0
= Z ck(Z — a)k
k=0
= aG(z-a)".
k=0

Torej f* lahko razvijemo v konvergentno potencno vrsto v okolici tocke @. Torej

je f* res holomorfna. 0

Naj bo G obmocje, ki je simetricno glede na realno os.

Gy

Go

Slika 6.31: Obmocje G, ki je simetricno glede na realno os

Torej G = G*. Oznacimo

G ={z€G:Imz >0}
G.={2€G:Imz <0}
Go={z€G:Imz=0}.
Izrek 84 (Schwarzov princip zrcaljenja) Naj bo G obmodje taksno, da velja
G =G*. Naj bo
F:G UGy —C

zvezna funkcija, ki je holomorfna na G4 in taka, da je f(z) realno Stevilo za

vsak z € Go. Tedaj se da [ analiticno (holomorfno) nadaljevati na ves G, t.j.
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obstaja taka holomorfna funkcija g na G, da je
9(z) = f(2), z€G4UGo.
Dokaz: Definirajmo

f(Z), KBS g+ U gO
9(z) =9
fZ), z€G_uUg.

Ali je funkcija g dobro definirana? Je, saj ¢e je z € Gy, je z realen, torej z = Z in
f(2) realna po predpostavki, torej f(z) = f(z). Podobno, f(z) = f(z) = f(2).
Tako smo dobili funkcijo g, ki je na dobro definirana G in zvezna na G.

Funkcija g je po holomorfna na G (saj tam velja g(z) = f(2)) in na G_ (saj
je po zgornji trditvi za z € G_ g(z) = W, desna stran pa je po propoziciji
holomorfna na G_ = (G4 )*).

Pokazemo se, da je g holomorfna v okolici Gy, s tem pa bo holomorfnost na
G dokazana.

Naj bo D C G krog s sredis¢em na realni osi. Funkcija g je zvezna na D,
holomorfna v zgornjem polkrogu in holomorfna v spodnjem polkrogu. Da je
holomorfna povsod na D pokazemo tako, da pokazemo, da je [, \ g(z)dz =0 po
vsakem trikotniku A vsebovanem v D. Ce je tak trikotnik vsebovan v zgornjem

ali v spodnjem polkrogu, to sledi iz holomorfnosti g na zgornjem ali spodnjem

polkrogu.

Slika 6.32: Trikotnika A; in As vsebovana v zgornjem oziroma spodnjem

polkrogu

Po Cauchyjevem izreku je [, g(z)dz = 0 in [, g(2)dz = 0, saj je g

holomorfna po zgornjem in spodnjem polkrogu.
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Slika 6.33: Trikotnik A seka realno os

Po Cauchyjevem izreku je be;r g(2)dz = 0 oziroma be; g(2)dz = 0. Sedaj

pa posljimo € — 0. Zaradi zveznosti funckije g velja

li dz = d

tiy [ o(e)a: | ot

lim g(z)dz:/ g(z)dz,
bP- bP-

e—0

saj gre P+ — Pt in P — P~ ko gre ¢ — 0. Sledi
/ g(z)dz =0
bP+
(2)dz=0

[ s
bP-

/bég(z)dz = /bp+ g(Z)dz+/b g(2)dz
—0+0

Zato je

0.

Od tod sledi
/ g(z)dz =0
bd

po vsakem trikotniku, ki lezi v D. Torej je g holomorfna na D. Ker je bil D

poljuben, je g holomorfna povsod na G. O

6.7.2 Nekaj opomb o neenolicnosti analiticnega nadalje-
vanja
Zgled: Ogledali bi si funkcijo f,

f(2) =2, (karkoli naj bi to ze bilo).
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w = +/z pomeni, da je w? = z. Torej je funkcija z — /z ,inverz” funkcije
w > w2,
Ce je z = re', kvadrat katerega stevila je enak z? To je :I:\/Few/2. Taki

stevili sta torej dve. Razlikujeta se samo za predznak. Torej

V7 = Vrel?

— :l:\/Fei’ﬂ/Q.

Funkcija w + w? ima odvod (w + 2w) enak 0, samo ¢e je w = 0. Torej je
lokalno obrnljiva. Ce je torej zo = wg, tedaj obstajata okolici U totke wg in W
tocke zg, da je funkcija w — w? biholomorfna preslikava z ¢/ na W. Torej je

njej inverzna preslikava W — U tudi holomorfna. Torej sta

re — \ret?? (2 /2)
re” s —\/re’? (2 —\/Z)

lokalno holomorfni funkciji (¢e r # 0, t.j. 2o # 0). Naj bo recimo zy = 1. V

okolici zg = 1, torej lahko definiramo funkcijo z +— /z takole:
re’’ = :I:\/7_"ew/2.

V okolici tocke 1 ima torej funkcija z — /z dve razliéni veji, ki se razlikujeta
za predznak.

V okolici tocke 0 bomo najprej vzeli tisto vejo, da je v/1 = 1. Torej z = re'?,
VZ = e/ p povecujemo od 0 do 2¢, t.j. z posljemo po enotski kroznici

enkrat naokoli. Torej

@ @+ 27
Sledi
\/;ew/2 — \/Fei(w-?ﬁ)/?’
kjer \/rel(#t2m)/2 — | freiv/2eim — _ /rei®/2. Pri tem enokratnem obhodu

funkcija spremeni predznak, t.j. pridemo na drugo vejo. Pri drugem obhodu pa

se vrnemo spet nazaj na prvotno vejo.

O @ +An = rel s \frel?/?

O 42T = 1’ s —\/re¥/?
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, Veclicnih” funkcij ne bi radi imeli. Torej naravno vpraSanje je, na kaksSnem
objektu bi bilo potrebno definirati funkcijo z — +/z, da bi bila ta funkcija
enolicna? Ideja: vzamemo dve Kkopiji ravnine, prerezane npr. po negativni

realni osi in ju navzkrizno staknemo, kot kaze slika ?77.

Slika 6.34: Riemannova ploskev funkcije z — /2

Na tem objektu pa je funkcija z — +/z enoli¢no definirana. Ta objekt se
imenuje Riemannova ploskev funkcije z — /z. Topolosko gledano je to sfera,

slika 6.35.

Slika 6.35: Topolosko gledano je to sfera

Obe 7zogi prerezemo, kot na sliki, staknemo skupaj in napihnemo. Dobimo

sfero. o

Zgled: Naj bo dana funkcija

z = 2.
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Ravnali bomo podobno kot prej, z = rei?, torej

re’¥ s re¥/3.
V tem primeru imamo tri veje funkcije z — ¥/z, t.j.

O o+ 2T = e’ s retle /8 = %i‘p/36i27r/3
O ot AT = 1 Yrelletin/s = '3 ginm /3

0 ot 6T = el iy Yrelletom/3 — yeielB iz

Geometrijski objekt je Riemannova ploskev za funkcijo z — /.

Slika 6.36: Riemannova ploskev funkcije z — /2

Zgled: Naj bo dana funkcija

z +— log z.

Ravnali bomo podobno kot prej, z = rei?, torej
re’? s r+ip + 2kmi, k€ 7Z.
Funkcija z + log z ima neskon¢no vej.
o= e+21 = logr+i(p+ 2m) 4+ 2kmi = logr + ip + 2(k + 1),

torej se k poveca za 1.
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Slika 6.37: Riemannova ploskev funkcije z — log z

Riemannova ploskev funkcije z — log z je neskon¢no spiralasto zavito stopnisce.

Funkcija je na tem objektu lokalno holomorfna in enoli¢na.

Zgled: Oglejmo si funkcijo

2 \V2(z=1)(z+1)=vzvVz—1Vz+ 1.

Ta funkcija ima dve veji. Pri obhodu tocke 1 po majhni kroznici v pozitivnem
smislu /z — 1 preide na drugo vejo, /2 in vz + 1 pa ostaneta kakrsna sta bila,

saj nismo obhodili niti tocke 0 niti tocke —1. Podobno za preostali tocki.

[ o000
-1 0 1

- - - - o o
1++++O 1**00

Slika 6.38: Riemannova ploskev funkcije z — /z(z — 1)(z + 1)

Riemannova ploskev za naso funkcijo je unija dveh ravnin, prerezanih kot
kaze slika 6.38, t.j. prerezemo z [—1,0] in z [1,00] in navzkrizno staknemo

skupaj.
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Slika 6.39: Topolosko gledano je to torus

Ko zogi na sliki prerezemo, staknemo skupaj in napihnemo, dobimo, topolosko

gledano, torus.

Slika 6.40: Torus

O
Zgled: Za funkcijo
2z \/2(z —a)(z —b)(z — ¢)(z — d),
ki ima dve veji (dve zogi), dobimo torus z dvema roc¢ajema.
Slika 6.41: Torus z dvema rocajema
O

Na objektih iz primerov zgoraj lahko vecli¢ne funkcije definiramo kot enoli¢ne.
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