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Predgovor

Pred vami je prva verzija skript za predmet Analiza 1, namenjenih Studentom
univerzitetnega Studija matematike na Univerzi v Ljubljani. Upava, da bodo
skripta Studentom v pomoc¢, niso pa misljena kot nadomestilo za predavanja.
Studentom matematike priporo¢ava, da redno hodijo na predavanja, saj sva
prepricana, da mahanje z rokami, skakanje pred tablo in dodatni komentarji
obicajno pripomorejo, da je na predavanjih snov razlozena bolje, izérpneje in
bolj razumljivo kot v skriptih. Pa tudi vsako leto ne predavamo popolnoma

enako.

Snov je predstavljena priblizno tako, kot je bila predavana v zadnjih letih.
Vsebina predavanj je v skladu s predpisanim u¢nim nacrtom, naslanja pa se
tudi na predavanja profesorjev Ivana Vidava in Jozeta Vrabca, ki sta ta predmet

predavala v preteklosti. Zahvala jima gre za vse, kar smo se naucili od njiju.

V skriptih je tudi nekaj resenih primerov nalog. Veliko ve¢ nalog bodo
Studenti naredili na vajah, kjer bodo dobili se nadaljnje naloge za samostojno
delo doma. Studentom priporo¢ava, da redno hodijo na vaje in z reSevanjem

nalog nadaljujejo doma.

Kljub temu, da je bilo gradivo pregledano, boste gotovo nasli v njem napake.
Vesela bova, ¢e naju boste nanje opozorili. Studentom zeliva veliko veselja in
uspeha pri studiju matematike in da bi, tako kot midva, uzivali v njeni lepoti
in notranji skladnosti, in ni¢ manj v njeni uporabnosti.

Zahvaljujeva se Studentom, ki so naju opozorili na napake ob pripravi skript,

Se posebej Ninu Bagi¢u, Dejanu Siraju in Tini Rihar.
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Poglavije 1

Stevila

1.1 Naravna stevila IN

Z naravnimi Stevili Stejemo. Na mnozici naravnih Stevil
N=1{1,2,3,...}

sta naravno definirani ra¢unski operaciji:

+ sestevanje,

- mnozenje.

Pravimo, da je mnozica naravnih Stevil zaprta za seStevanje in mnozenje, saj
sta vsota a+b in podukt a-b poljubnih naravnih stevil ¢ in b tudi naravni stevili.
Naravnih stevil ne moremo poljubno odstevati, saj npr. 5— 7 ni naravno Stevilo.

Mnozico naravnih stevil vlozimo v mnozico celih Stevil.

1.2 Cela stevila Z

Racunske operacije z mnozice naravnih Stevil IN razsirimo na mnozico celih

Stevil 7. Na mnozici celih stevil

Z=1{.,-2,-1,01,2,..}

1
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definiramo tri racunske operacije:

+ seStevanje,
- mnozenje,

— odstevanje.

Pravimo, da je mnozica celih $tevil zaprta za seStevanje, mnozenje in odstevanje,
saj so vsota a + b, podukt a - b in razlika a — b poljubnih celih stevil @ in b tudi
cela stevila. Celih Stevil ne moremo poljubno deliti, npr. saj 7/6 ni celo stevilo.

Mmnozico celih Stevil vlozimo v mnozico racionalnih stevil.

1.3 Racionalna stevila Q

Racionalna stevila (ulomki) so kvocienti celih stevil.

Q:{%:mez,neZ\{O}}

Pri tem bomo upostevali, da kvocienta a/b in ¢/d predstavljata isto racionalno

stevilo, kadar sta celi stevili ad in bc enaki, torej

c
b= d < ad = be.

V mnozici Q lahko sestevamo in mnozimo. Vsoto racionalnih stevil definiramo

a ¢ ad+cb
a7 T
produkt racionalnih §tevil pa
@ c_ac
b d bd

V nadaljevanju bomo spoznali osnovne lastnosti racunanja z racionalnimi stevili.
Formulirali jih bomo tako, da bomo lahko iz njih izpeljali vse druge racunske
lastnosti. Zato jih bomo imenovali akstiomsz.

Aksiomi

(1) Lastnosti sestevanja:
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A1 asoctiativnost - Za poljubna tri Stevila a, b, ¢ velja:
(a+b)+c=a+ (b+c).
A2 komutativnost - Za poljubni stevili a, b velja:
a+b=0>b+a.

A3 enota za sestevangje - Obstaja taksno Stevilo 0, da za poljubno

stevilo a velja:

a+0=a.

A4 inverzni element (nasprotno Stevilo) - Za vsako stevilo a obstaja

nasprotno Stevilo, ki ga oznac¢imo z —a, da velja:
a+ (—a) =0.
Trditev 1 Za dano stevilo a je nasprotno $tevilo eno samo.

Dokaz: Naj bo dano §tevilo a. Denimo, da obstajata dve nasprotni stevili

bin ¢. Torej a+b=0in a4+ c = 0. Ker velja

c+(a+b)=c+0
A3
=c

in

c+(a+b)=(c+a)+b

sledi, da je ¢ = b. Torej je nasprotno Stevilo eno samo. O

Trditev 2 Iz enakosti a + x = a +y sledi © = y, lj. wvelja pravilo

kragsanja.
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Dokaz:
atrx=a+y = —-a+(a+z)=-a+(a+ty)

Al ((—a)+a) 4+ = ((—a)+a) +y
2 (a+(-a) +o=(a+(-0) +y
A 0+r=0+y
L 240=y+0
A3
= ax=y

Posledica 1 Velja enakost —0 = 0.

Dokaz: 0+ (—0) 20, 0+ 0 22 0, torej 0+ (—0) = 0+ 0. Po pravilu

krajsanja sledi —0 = 0. O
Racionalna §tevila lahko poljubno odstevamo. Naj bosta a in b dani
racionalni stevili. Is¢emo taksen z, da velja:

b+ x = a.

Levi in desni strani zgornje enakosti pristejemo —b.

b+ (b+z)=-b+a 2 (=b+b+z=-bta
2 (b+(=b)+z=—b+a
A O+x=-b+a
éf r+0=—-b+a
L r=—b+a
& x=a+ (=b)

Ce resitev obstaja, je to edina mozna resitev. Imenujemo jo tudi razlika

Stevil a in b. Po navadi oznac¢imo

a+(=b)=a-0.
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Poudariti zelimo, da so vsa do sedaj nasteta pravila posledica osnovnih

pravil, tj. aksiomov Al do A4.
(7i) Lastnosti mnozenja:
A5 asoctativnost - Za poljubna tri Stevila a, b, ¢ velja:
(a-b)-c=a-(b-c).
A6 komutativnost - Za poljubni stevili a, b velja:
a-b=>b-a.

AT enota za mnoZenje - Za poljubno stevilo a obstaja taksno stevilo
1, da velja:
a-1=a.
A8 inverzni element (reciproéno Stevilo) - Vsako od 0 razli¢no Stevilo

a ima reciprocno oz. obratno Stevilo, tj. stevilo, ki ga oznacimo z

a~tali 1/a, (a # 0), tako da velja:
a-a”t=1.
Trditev 3 Za dano stevilo a je reciprocéno Stevilo eno samo.

Dokaz: Naj bo dano stevilo a, a # 0. Denimo, da obstajata dve reciproc¢ni

Stevili, b in ¢. Torej a-b=11ina-c=1. Ker velja

c-(a-b)y=c-1
=c
in
c-(a-b)A:5(c-a)-b
=(a-c)-b
=1-b
46,1
e

sledi, da je ¢ = b. Torej je recipro¢no stevilo eno samo. 0
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Trditev 4 Ce je a # 0, tedaj iz enakosti a -z = a-y sledi x =y, tj. velja

pravilo krajsanja.

Dokaz:

az=a-y = a'l-(a-x)=a"t (a-y)
43 (al-a)-z=(""ta)y
A¢ (aal)-x:(a a )y
A:>8 l-z=1-y
L or1=y-1
A7
= z=y

Trditev 5 Velja enakost 17! = 1.

Dokaz: 1-1-1 2 1,1-1 ar 1, torej 1-171 = 1-1. Po pravilu krajsanja
sledi 171 = 1. g

V mnozici racionalnih stevil @ lahko tudi delimo, tj. za dani Stevili a, b,
b # 0, poiscemo taksen z, da je z - b = a. Dobimo: z = a-b~'. Stevilo

je torej kvoctent in ga oznac¢imo z

a-bt=—-=a/b=a:b.

a
b
(791) Ostale lastnosti:

A9 Stevili 1 in 0 sta razliéni.
0#£1
A10 distributivnost - Za poljubna tri stevila a, b, ¢ velja:
(a+b)-c=a-c+b-c

Distributivnost povezuje seStevanje in mnozenje. Velja pa tudi za
odstevanje.

(a—b)-c=a-c—b-c
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V mnozici Q lahko torej izvajamo naslednje ra¢unske operacije:
+ s Tyt t (7& 0)

Mnozico $tevil, za katere veljajo aksiomi A1-A10, imenujemo komuta-
tiven obseg. Mnozica @ je torej komutativen obseg. Na osnovi do sedaj
nastetih aksiomov pa ne moremo pokazati, da je Stevilo 1 vecje od stevila

0. Definirati moramo Se urejenost (>,<,<,...).

A11 Ce stevilo a # 0, je natanko eno od stevil —a, a pozitivno stevilo.
Pri tem je potrebno poudariti, da stevilo 0 ni niti pozitivno niti nega-
tivno stevilo. Vsota in produkt pozitivnih §tevil sta pozitivni stevili.

Mnozica pozitivnih stevil je torej zaprta za seStevanje in mnozenje.
Sedaj, ko imamo pojem pozitivnosti, lahko vpeljemo urejenost.

A12 Za stevili a in b bomo rekli, da je a ve¢je od b in pisali a > b, ce
je razlika a — b pozitivno stevilo. V posebnem primeru recemo: a je
pozitivno Stevilo natanko tedaj, ko velja: a > 0. Pri tem omenimo,

da za dani Stevili @ in b velja natanko ena od treh relacij:

a<b ali a=0b ali a>b.

Ce velja a > b ali @ = b pisemo a > b oz. za a < b ali a = b pisemo a < b.

Relacija urejenosti je tranzitivna, torej iz
a>bin b>c sledi a>c.
To je posledica dejstva, da je vsota pozitivnih Stevil pozitivna.

Trditev 6

i) cejea>b tedajje a+c>b+c
ii) cejea>binc>0 tedajje a-c>b-c

iii) éejea>b>0inc>d>0 tedajje ac>bd
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Dokaz:

(a+c)—(b+c)=a—-b>0

a>b A:1>2 a—b>0
c>0 B (a—b)-¢>0
a-c—b-¢c>0
a-c>b-c
)

a>b, ¢c>0 g a-c>b-c

e>db>0 2 boesbed

tranz.
=

a-¢c>b-d

V @ imamo torej definirane naslednje racunske operacije:
+, =5y (# 0)

in relacijo urejenosti. Mnozica $tevil Q je torej urejen komutativen obseg.

1.4 Dedekindov aksiom, realna stevila
Se vedno smo v mnozici racionalnih stevil.

Definicija 1 MnoZica stevil A je navzgor omejena, ée obstaja taksno stevilo a,
da je x < a, za vsak v € A. Vsakemu taksnemu Stevilu a pravimo zgornja

meja mnoZice A.
Opomba: Ce je mnozica navzgor omejena, ima neskon¢no mnogo zgornjih

mej.

Z geometrijsko konstrukcijo lahko vsako racionalno Stevilo predstavimo kot

tocno doloc¢eno tocko na Stevilski premici.
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Definicija 2 Naj bo A navzgor omejena mnoZica $tevil. Najmangjso (ce obstaja)
od vseh zgornjih mej imenujemo matanéna zgornja meja ali supremum

mmnoZice A. Torej je M natanéna zgornja meja mnoZice A, ¢e hkrati velja:
i) M je zgornja meja mnoZice A, tj.

< M zavsak x € A.

it) ce je c < M, ¢ ni ve¢ zgornja meja, torej vsaj za eny € A velja ¢ < y.

Natanéno zgornjo mejo oznacimo: sup A.
Podobno definiramo navzdol omejene mnozice in natanéno spodnjo mejo

oz. infimum. Oznaka: inf A.

Zgled: Naj bo A mnozica vseh nepozitivnih Stevil. Natanéna zgornja meja je:

supA = 0. O

Opomba: Supremum je lahko v A ali pa tudi ne. V zgornjem zgledu je.

Zgled: Naj bo A mnozica vseh pozitivnih racionalnih stevil, katerih kvadrat je

manjsi od 2, slika [[.1] tj.
A={zecQ:z>0,2* <2}
i) Mnozica A je neprazna, tj. A# 0, saj1le€ A.

ii) Pokazimo, da je mnozica A navzor omejena. Za x € A velja 22 < 2 < 9.
Stevilo 3 je zgornja meja. Zgornja meja torej obstaja.

iii) Vsako pozitivno §tevilo a, za katerega velja a? > 2, je zgornja meja za A.
Cejexz e A, je x? <2< a2, torej « < a.

Nobeno pozitivno stevilo a, za katerega velja a? < 2, ni zgornja meja za

A. Naj bo a? < 2. Tedaj je

_ 2a + 2
a+2
_ 2 —a?
ot a—+2

>a
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9 4a® + 8a + 4
2= —
a*+4a+4
_4a2—|—8a+4—2a2—8a—8
- (a +2)?
_ 20 — 4
(e +2)2
_2(a*-2)
 (a+2)?
< 0.

Torej je ¢> —2 < 0 oz. ¢* < 2, torej ¢ € A. Vemo pa, da je ¢ > a. Sledi,

da a ni zgornja meja.
Ce obstaja natancéna zgornja meja M za A, mora torej veljati
M? = (sup A)* = 2.

Denimo, da je sup. A = M = m/n, kjer sta m in n tuji si stevili, tj. ulomek m/n
je okrajsan.
M? = (@)2:2 = m?=2n?
n

Ker je m? = 2n?2, sledi, da je m sodo &tevilo, saj je kvadrat sodega stevila vedno
sodo stevilo. Potem je leva stran deljiva s 4. Zaradi enakosti je tudi desna stran
deljiva s 4, kar pa pomeni, da je tudi n sodo stevilo. To pa je v protislovju s
predpostavko, da sta m in n tuji si Stevili. Torej predpostavka M = m/n je

napacna, tj. Stevilo 2 ni kvadrat nobenega racionalnega Stevila. O

Torej mnozica $tevil A nima natanéne zgornje meje v Q. (Natancéna zgornja
meja je v/2, ki pa ni racionalno stevilo.)

1+

Slika 1.1: v/2 ni racionalno Stevilo

Za matemati¢no analizo, ki bo uporabna v geometriji in fiziki, potrebujemo

sistem $tevil, ki napolni vso stevilsko os. Zato k aksiomom A1-A12 dodamo Se
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en aksiom, ki ta pogoj izpolni.

A13 Dedekindov aksiom - Vsaka neprazna navzgor omejena mnozica stevil

ima natanéno zgornjo mejo.

Obseg racionalnih stevil torej ne izpolnjuje aksioma A13. Kaksna Stevila pa
izpolnjujejo tudi omenjeni aksiom, kako videti, da realna stevila obstajajo, in

kako jih konstruirati iz racionalnih stevil, bomo spoznali v nadaljevanju.

1.4.1 Osnovni izrek o obstoju realnih stevil

Izrek 1 Obstaja urejen komutativen obseg Stevil R (tj. izpolnjuje A1-A12),
ki izpolnjuje tudi aksiom A13 in vsebuje racionalna Stevila Q kot podobseg (1.
Q C R in operacije sestevanja in mnoZenja v R, uporabljena na Q, sovpada
z Ze znanim seStevanjem in mnoZenjem na Q). Pozitivna $tevila v R, ki so

racionalna, so natanko Q. R imenujemo obseg realnih stevil.

Opomba: Konstrukcijo realnih stevil na osnovi racionalnih stevil, ki jo bomo
omenili, je prvi objavil nemski matematik Dedekind. Istocasno je druga¢no kon-

strukcijo objavil Cantor. Dokaz zgornjega izreka bomo le skicirali.

Ideja o konstrukceiji realnih stevil sledi iz zgornjega zgleda. Recimo, da zelimo
na premici najti ,,Stevilo”, katerega kvadrat je 2. Da bi tako prisli do tocke na
Stevilski osi, vsa racionalna §tevila prerezemo na dela, tj. tista, katerih kvadrat
je manjsi od 2 in tista, katerih kvadrat je vecji (ali enak) 2, tj. na zgornji in
spodnji razred. Vsako realno Stevilo torej razdeli stevilsko os (premico) na dva
dela. Ker moramo takSen rez znati opisati le z racionalnimi stevili, bomo rez

identificirali z mnozico vseh racionalnih stevil levo od reza:

Definicija 3 Realno Stevilo je rez, ki razdeli racionalna $tevila na dva razreda.
Naj bo R mnoZica rezov. Rez (oz. presek) je mnoZica racionalnih stevil A C @,

za katero velja:
i) A% 0 in A+#Q.

it) c¢e jep € A in q < p, potem je q € A.
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iii) ce je p € A, obstaja tudi nek r € A, da je p < r (tj. A ne vsebuje

najvecjega $tevila).

Definicija 4 Vsota rezov A in B, A+ B je mnoZica vseh vsot oblike r + s, kjer

jer € Ain s € B, slika[L2
A+B={r+s: r€A, seB}=C

Rez 0* je mnoZica vseh negativnih racionalnih stevil.

\4

\4

A+ B

Slika 1.2: Vsota rezov A in B

Opomba: Pokazimo, da je C rez.

i) Naj bo rg € A, so € B. Sledi 79 + s € C'in od tod C # 0. Ce r ¢ A,
r1 ¢ B, velja, da je r1 zgornja meja za A in za B. Torejizx € A:x <rq

imnyeB:y<sysledi: c+yeC<r+s ¢C.
i) Najboce Cind<c. Tedajjec=r+s,r€ A s€ Bin

d=c+(d—c)

Z\T/—F(s+(d—c)) e C.
€A B

1i1) Najboce C, tedajjec=r+s,r€ A, s € B.

reA=3drnecAr<ry
r+s<ro+s,eC

sE€B=dsy € B,s < s9

Tako definirana operacija seStevanja rezov je torej dobro definirana.

Diskusija: Pokazali smo, da je mnozica rezov R zaprta za seStevanje. Enota

za sestevanje je 0 = {z € Q : < 0}. Pri tem je A+ 0" = A. Nasprotni
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element za seStevanje definiramo kot mnozico tistih p, za katere obstaja r > 0,

daje —p —1r ¢ A, slika[[3 Ozna¢imo ga z —A. Pritem je A+ (—A) = 0*.

S S S
7 7 7

p 0" —p-r
Slika 1.3: Nasprotni rez

Rez A imenujemo pozitiven, tj. A > 0%, ¢e je rez 0* prava podmnozica reza
A, tj. 00 G A. Zareza A, B pravimo, da je A > B, ¢e je rez B prava podmnozica
reza A.

Mnozenje pozitivnih rezov A, B definiramo takole: Produkt AB je mnozica
taksnih p, daje p <rs,zanckar € A, s € B, r > 0, s > 0. MnozZenje poljubnih
rezov definiramo takole:

(=A)-(—=B), ceje A<0* in B<0*

—((-A)-B), ¢eje A<0* in B>0*

—(A-(=B)), ¢eje A>0* in B<0*

in A-0*=0*"-A=0"

Pokazemo lahko, da je R zaprta tudi za mnozenje. Enota za mnozenje je 1* =
{r € Q:x <1}, pritem je A-1* = A. Zareza A in B velja natanko ena od
moznosti A < B, A = B, A > B. Izkaze se, da mnozica rezov s temi operacijami
izpolnjuje Al do A12.

Pokazimo Se, da tako definirana mnozica R z operacijami seStevanja in
mnozenja ter urejenostjo zadoscéa aksiomu A13. Naj bo A neprazna in navzgor
omejena mnozica v R. Definirajmo C = Uac4A. Najprej pokazimo, da je C

rez in C' = sup A.

i) Ker je A # 0, obstaja A € A. Ker je A C C, tudi C # ). Po predpostavki
je A navzgor omejena. Torej obstaja taksen rez B, da je A < B (< pri
rezih pomeni C) za vsak A € A. Tedaj je C' C B, saj je vsak A vsebovan
v B, ker je B zgornja meja. Ker je B rez, obstaja r € Q, da r ¢ B, zato
B#Qin C # Q.

ii) Naj bo r € C, C' = UgeaA. Potem obstaja nek A € A, da je r € A. Ce

jes<r,jese A, zato je tudi s € C.
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ii1) Naj bo C rez, C = UgecaA, in r € C. Potem obstaja nek A € A, da je

reA Cejese Ain s> r, potem je s € C.

Sledi, da C izpolnjuje %), i) in i), torej je C res rez. Torej C' = UacgA in
je rez. Po definiciji neenakosti < pri rezih je A < C, za vsak A € A. Naj bo
D < C. Tedaj je D prava podmnozica mnozice C, tj. D C C'in D # C. Tedaj
obstaja s € C, s ¢ D. Kerjes e C,jes € Azanek A€ A Kerjes ¢ D,
je D prava podmnozica mnozice A. Torej je D < A. Zato D ni ve¢ zgornja
meja mnozice A. Pokazali smo, da je C' zgornja meja in ¢e ga malo zmanjsamo
(na D), potem ni ve¢ zgornja meja. Torej je C' najmanjSa zgornja meja, tj.

C =supA.

1.4.2 Posledice Dedekindovega aksioma

1. Vsaka navzdol omejena mnozica realnih Stevil ima natanéno spodnjo mejo.

2. Mnozica celih $tevil Z ni navzgor omejena.

Dokaz: Ce bi bila, bi imela natanéno zgornjo mejo M. Tedaj M — 1 ne
bi mogla biti ve¢ zgornja meja. Potem bi obstajalo vsaj eno celo stevilo
n>M—1.Sledin+1> M. Ker je n+ 1 € Z, M ne more biti zgornja

meja. Torej Z ni navzgor omejena. O

3. Za vsak a € R obstaja b € Z, da je a < .

Dokaz: Recimo, da obstaja a, da je a > b za vsak b € Z. Potem je a

zgornja meja od Z, kar je protislovje s tocko 2. O
4. Naj bosta a,b € R poljubni pozitivni stevili. Tedaj obstaja n € IN, da je

na > b. (arhimedska lastnost)

Dokaz: Po tocki 3. obstaja celo stevilo n, da je n > b/a. Torej je na > b.
O
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5. Naj bo a > 0. Obstaja n € IN, da je 1/n < a.

Dokaz: Po tocki 3. obstaja n > 1/a, torej 1/n < a.

1.4.3 Intervali

Definicija 5 Naj bosta a,b € R taksna, da je a < b. MnoZico vseh x € R med

a in b imenujemo interval. Pri tem loc¢imo:

i) odprt interval

(a,b) ={z: 2> a,z < b},
it) zaprt interval - odsek
[a,b] = {x: x> a,z < b},
iii) polzaprt oz. polodprt interval
[a,b) ={z: 2 >a,xz <b}

0z.

(a,b] ={x: 2 >a,xz <b}.

Definicija 6 Naj bo € > 0. Tedaj interval (a — €,a + €) imenujemo e-okolica

tevila a, slika[I3)

Slika 1.4: ¢ okolica Stevila a

1.4.4 Decimalni ulomki

Vsako realno stevilo je mogoce zapisati kot (koncni ali) neskonéni decimalni
ulomek. Naj bo x > 0, z € R in naj bo n najvecje celo stevilo, ki ne presega

stevila z. Tedaj je « € [n,n+1). Po 3. posledici Dedekindovega aksioma taksno
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stevilo obstaja. Interval [n,n + 1) razdelimo na deset delov. Pois¢emo najvecje
Stevilo n; tako, da velja

ni <
Moznosti je deset, tj. n; € {0,1,...,9}. Tako dobljeni interval [ni,n; + 1)

razdelimo na deset delov. Pois¢éemo najvecje stevilo ny tako, da velja

Moznosti je deset, tj. no € {0,1,...,9}. Tako nadaljujemo.

Izrek 2 Naj bo A mnoZica stevil {n,n+ F,n+ 55 + {&,...,n+ 55 + 1% +

oot g, .o} Tedaj je x = sup A.

Dokaz: Stevilo z je natanéna zgornja meja mnozice A, ¢e je = zgornja meja in
ni nobene manjse. a) po definiciji stevil iz A je vsako manjse ali enako z. Torej
je x zgornja meja. b) S protislovjem: denimo, da obstaja y < z, da je tudi y

zgornja meja. Naj bo

AT
Potem je za
I Y nea e
S TR T A T N I
Nk+1 1
l‘—2_10k+1—|—...<1—0k,

kar pomeni —y > —z oz. y < z. Potem y ni zgornja meja, kar je v protislovju z

zacetno predpostavko, da y je zgornja meja. O

Po navadi zapisemo

r=mn,ninang...

oziroma

Kaj pomeni desna stran, Se ne poznamo. Spoznali bomo pozneje.

Posledica 2 Racionalna stevila so gosta povsod v R. To pomeni, da med poljub-
nima razlicnima realnima Steviloma (ée sta $e tako blizu) najdemo racionalna

Stevila.
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Dokaz: Naj bo a < bin x = (a + b)/2, potem velja ¢ < = < b. Razvijmo
2 v neskonéni decimalni ulomek. Naj bodo zq,x1,x2,... zaporedni decimalni
priblizki za z.

.A: {1‘0,(E1,(E27...}

Vemo: x = sup A. Ker je x natanéna zgornja meja mnozice A in a < x, obstaja
Tm € A, daje x, > a. Torej je a < x <o < boz. a< x,; <b. Nasli smo

racionalno stevilo x,,, ki je med a in b. O

Ce si racionalna stevila predstavljamo kot tocke na Stevilski premici, tedaj
realna Stevila napolnijo vso premico. Da na premici ni¢ ne manjka, je torej

vsebina Dedekindovega aksioma.

Definicija 7 Realna Stevila, ki niso racionalna, tj. R\ Q, imenujemo ira-

ctonalna stevila. Realna stevila, ki so resitve kaksne algebraicéne enacbe
ag+ arx+ ...+ apx" =0,

pri ¢emer so a; € Q, j € {0,1,...,n} racionalna Stevila, imenujemo alge-
braiéna stevila. Taksno Stevilo je npr. V2. Vsa racionalna Stevila so al-
gebraicna. Realna Stevila, ki miso algebraiéna, imenujemo transcendentna

Stevila, npr. w, e...

1.5 Peanovi aksiomi

V aksiomih P1-P5 je italijanski matematik Peano formuliral osnovne lastnosti

naravnih Stevil.
P1 1 je naravno stevilo.

P2 Vsakemu naravnemu Stevilu n sledi natanko dolo¢eno naravno Stevilo, ki

ga imenujemo naslednik Stevila n in ga oznaéimo z n™.

P3 Izn# msledin™ #m™T.

P4 Sevilo 1 ni naslednik nobenega naravnega stevila.
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P5 Vsaka mnozica naravnih stevil, ki vsebuje 1 in je v njej s Stevilom n vedno
tudi n™, vsebuje vsa naravna Stevila. (aksiom o popolni (matematiéni)
indukciji)

ACN
1e A =A=N

ned=ntecAd

Samo s pomoc¢jo Peanovih aksiomov je mogoce v naravna Stevila vpeljati

operaciji seStevanja in mnozenja z lastnostmi, ki jih poznamo.

Zgled: Ogledali si bomo, kako s pomoc¢jo P1-P5 seStevamo in mnozimo. Naj

bo p € IN.
p+l=p", p+2=0p+D)", p+3=0p+2)", ... p+k+1=(p+k"

Vemo, kaj pomeni stevilu p pristeti stevilo 1. Ce vemo, kaj pomeni pristeti k,
znamo pristeti tudi k£ + 1. Iz P5 sledi, da znamo pristeti poljubno stevilo.

Zelo podobno vpeljemo mnozenje. Naj bo p € IN.

p-l=p,p-2=p+p p-3=@p+p) +p,....p-(k+1)=p-k+p

Vemo, kaj pomeni zmnoziti stevilo p s stevilom 1. Ce vemo kaj pomeni zmnoziti
s k, znamo zmnoziti tudi s £+ 1. Iz P5 sledi, da znamo k zmnoziti s poljubnim

Stevilom. O

Naravna stevila IN vlozimo v Z, Z v Q in iz Q z rezi konstruiramo R. Torej
je mogoce realna Stevila konstruirati, ¢e za osnovo vzamemo IN z lastnostmi

P1-P5.

1.6 Absolutna vrednost
Definicija 8 Ce je z € R, je

z, ceje x>0
2] = |
—x, ceje x <0.
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Nenegativno $tevilo |x| imenujemo absolutna vrednost Stevila x. Pri tem

velja:
i) |z} =0
1) || =0 & =0
iit) | — x| = |x]
w) —lz| < < |z
v) na Stevilski premici je |x| razdalja od x do 0.
Trditev 7 Za poljubni realni stevili a in b velja
la+b] < |a] + 0],
tj. tako imenovana trikotniska neenakost.

Dokaz: Ce je vsaj eno od Stevil a in b enako 0, velja enacaj. Ce sta a in b
istega predznaka, tj. oba sta pozitivna ali oba sta negativna, tudi velja enacaj.
Ce pa sta a in b razlicnega predznaka, npr. a > 0 in b < 0, pa velja: la| = a
in |b] = —b, torej a + b = |a] — [b]. Od tod sledi, da je |a + b] = |a|] — |b| ali
la + 0] = |b] — |a|, odvisno od tega, katero od stevil |a| — [b] oz. [b] — |a| je
nenegativno. Ker je |a| + |b] > |a| — |b] in tudi |a| 4 |b] > |b| — |a|, je v obeh

primerih |a + b| < |a| + |b]. O

Trditev 8 Za poljubni realni stevili a in b velja:

|ab| = |al[b].
Dokaz: Dokaz sledi iz definicije absolutne vrednosti. O
Posledica 3 Ce so0 ag,ay,as,...,a, realna stevila, je

lap + a1 +as + ...+ an| <|agl + |ar| + |az] + ... + |an]-
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Dokaz: Po trditvi velja: |ag + a1| < |ag| + |a1]|, torej posledica velja za n = 1.

Denimo, da posledica velja za n. Tedaj je po trikotniski neenakosti

lap + a1+ ...+ an+ ant1] =|(ao + a1+ ... + apn) + any1]
<l|ap+ a1+ ...+ an|+ |ant1]

<lao| + lar| + ... +[an| + |an1]|

Torej posledica velja za n 4+ 1. Po principu matemati¢ne indukcije je posledica

dokazana. O
Posledica 4 Za vsaki realni stevili a,b je

|la —b] < |a| +[b].
Dokaz:

la — bl = |a+ (—b)

<lal +[—b|

= lal + (0]

Posledica 5

i) |lal = [b]] < la+b|

it) |la] = [bl| < |a 0]
Dokaz: i)
lal = Ja+b—b| <la+ b+ [b]
() lal = [b] < la +b]
b = [b+a—a| < |b+al +al
(%) [b] = |af < [a +b]

Iz (*) in (x%) sledi
|la] — [bl] < la + 0]
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i7) Dokaz sledi iz ). O

Zgled: Poisci mnozico resitev neenacbe

1]z -1 <1
2. Zax—1<0je 1. Zaxz—12>0je

N+z—-1<1 l-z+1<1

x| <1 2—-z| <1
-l<ax<1 -1<2-2<1
—-3<—xz<—1

Ry =(~1,1) ’
1<z <3
Ri=(1,3)

Mnozica resitev zgornje neenacbe je R = R1UR2 = (—1,1)U(1, 3). Graficno

resitev najdemo na sliki

f(z)

-1 0 1 2 3 %

Slika 1.5: Grafi¢na resitev neenacbe |1 — |z —1|| < 1

1.7 Kompleksna stevila C

Radi bi resili enacbo oblike 22 = a za vsako realno §tevilo a, ne samo za a > 0.

Zato moramo obseg realnih Stevil razsiriti.

Definicija 9 Kompleksno stevilo je par realnih stevil a,b v predpisanem vrst-

nem redu (a,b), tj. urejen par realnih Stevil (a,b). MnoZico kompleksnih Stevil
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oznacujemo s C.

Mnozica kompleksnih stevil je R xR. Vpeljimo naslednje racunske operacije:

Definicija 10 Vsoto in produkt kompleksnih §tevil (a,b) in (c,d) zapisemo

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
(a,d) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).

Opomba: Kompleksni stevili (a,b) in (¢,d) sta enaki, tj. (a,b) = (¢, d),

natanko tedaj, ko je a = cin b = d.

Izrek 3 Mnozica kompleksnih stevil z vsoto in produktom kot zgoraj in elemen-

tom (0,0) kot enoto za sestevange ter (1,0) kot enoto za mnoZenje je obseg.

Dokaz:
Al 2= (a,b), y = (¢,d) in z = (e, f).

(z+y)+2z=((a,b)+ (c,d) + 2
=(a+c,b+d) +(ef)
=(a+c+eb+d+f)
=(a,b)+ (c+e,d+f)
= (a,b) + ((c,d) + (e, f))

—r 4 (y+2)
A2 ...
A3 = = (a,b)

40 = (a,b)+ (0,0
=(a+0,0+0)

= (aa b)
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A5
(x-y) 2= ((a,b)  (c,d)) - (e, f)
= (ac — bd, ad + be) - (e, f)
= (ace — bde — (adf + bef),acf — bdf + ade + bee)
= (a(ce — df) — b(cf + de),a(cf + de) + b(ce — df))
= (a,b) - (ce — df,de + cf)
= (a,0) - ((¢,d) - (e, f))
=x- (y . Z)
A6 ...
A7 z-1=(a,b)- (1,0) = (a,b)

A8 z = (a,b) # (0,0) & a®>+b*>0

-1

ot (e b
T \a24b2 a2+ 02

R a? - —b? —ab n ab
S \a2+02 a?2+b27 a2 +b2 a2+ b2

= (170)
A9 (1,0) #(0,0)

A10 ...

Ker velja
(a,0) + (b,0) = (a + b,0)
(a,0) - (b,0) = (ab,0),
enac¢imo kompleksna stevila oblike (a,0) z realnimi Stevili.
Definicija 11 Stevilo i = (0,1) je imaginarna enota. Pri tem je
=(0,1)-(0,1)
=(=1,0)

=1
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Kompleksno stevilo lahko zato pisemo:

x = (a,b)
= (a,0)-(1,0) + (b,0) - (0,1)

=a+1ib,

torej

T :=a+ib.
Definicija 12 Ce sta a in b realni stevili in z = a + bi, potem je
a=Rez
realnt del kompleksnega Stevila in
b=Imz

je tmaginarnt del kompleksnega Stevila z. Poleg tega vpeljemo Se konju-

girano kompleksno Stevilo stevilu z, tj.
Z=ua—1ib.

Pri tem

lz| =Vz-Z

=Va?+?

= \/(Re 2)% 4 (Im 2)2.

|z| imenujemo absolutna vrednost kompleksnega Stevila z.

Trditev 9 Ce je z,w € C, potem velja:

Dokaz: Najbo z=a+ib,Z=a—ib,w=c+id, w=c—1id
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z4+w = (a+1ib) + (c+id)

=a+c+i(b+d)

z+w=a+c—i(b+d)

z-w = (a+ib)(c+id)
= ac + tad + ibc — bd

= (ac — bd) —+ Z((Id + bC)

z-w = (ac — bd) —i(ad + be)

Z-w = (a—1ib)(c —id)

= (ac — bd) — i(ad + bc)

z+Z=a+1tb+a—ib=2a = a:Rez:Z;Z
. . . Z—Z
z—Z=a+ib—a+ib=2ib = b=Imz= %
i
Trditev 10 Naj bosta z,w kompleksni stevili. Tedaj je:

1. |z| > 0 razen, ko je z =0,
2. 2] = |,

3. |z - wl = |z] Jwl,
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4. |Rez| <z, [Imz| < |z],

5.z +w| <z + |wl.

Dokaz:
1.
lz|=Vz-Z
= +/(a+ib)(a — ib)
:‘/(l2+b2
>0
2.
Izl =Vz-Z
= +/(a —ib)(a + ib)
:,/a2+b2
= |2
3.

z-w = (a+ib)(c+1id)
= ac + iad + ibc — bd

= ac — bd + i(ad + be)

|z - w| = \/(ac — bd +i(ad + bc)) (ac — bd — i(ad + bc))

= /(ac — bd)? + (ad + bc)?

= v/a2c? — 2abed + b2d? + a2d? + 2abed + b2c2

=/(a? + b2)(2 + d?)

|2| |w| = \/(a +ib)(a — ib)\/(c—i-id)(c—id)
_ ETRETE

= /(a2 +b2)(c® + d?)
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|2l = V/(Re2)? + (Im2)2 > /(Re 2)? + 0 = [Re(2)]

2] = /(Re2)? + (Im2)? > /0 + (Im2)? = |Im()|

lz+w* = (z+w) - (z+w)
=(z4+w) (Z+w)
=z Z+tw-z+w-Z+w-w

© 2|? + |w|* + 2Re(w - %)

Re(wz):7w-z—;—w-z

()3) W-Z+W- 2
B 2

2

(2] + [w])™ = |2 + 2|z] w] + [w]?
= |2 +2I2| |w]| + |w|?
= |2* + |w|* + 2w - Z|

Od tod in tocke 4. sledi

|2+ w| <[z + fwl.

Posledica 6
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Dokaz: 1z

2| = [(z + w) —w| <[z +w| +[wl

lw| = |(w+2) — 2| < |2+ w| + |z
sledi

2] = |w| <[z 4wl

lw| — 2] < |z + w|

in od tod ||z| — |w|| < |z + w|. Podobno pokazemo Se ||z| — |w|| < [z —w| O

1.7.1 Geometrijska interpretacija kompleksnega Stevila

V kompleksni ravnini par (a,b) € C ponazorimo s tocko. Naj bo z = a + ib.
Oznacimo r = |z| in ¥ kot med realno osjo in daljico, ki povezuje koordinatno

izhodisce in tocko (a,b), slika

Im
b (a,b)
> T
A\
v
0 a Re

Slika 1.6: Geometrijska interpretacija kompleksnega stevila

Iz geometrije na sliki sledi:

a=Rez
= |z| cos?
= r cos ¥,
b=Imz
= |z|sin?

= rsind.
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Kot 9 imenujemo argument kompleksnega Stevila. Oznaka je
argz = 9.

Kot 9 je dolocen le do celega mnogokratnika 27 natanéno. Obic¢ajno izberemo

¥ tako, da je 0 <9 < 2m. Kompleksno stevilo z = a + ib tedaj zapisemo kot

z = |z| cos ¥ + i|z| sindd

= |z|(cos ¥ + isind)

Temu zapisu pravimo polarni zapis kompleksnega stevila.

Oglejmo si, kako izgleda produkt dveh kompleksnih stevil v polarnem zapisu.

Naj bo z = |z|(cosa + isina) in w = |w|(cos § + isin ). Tedaj je

zw = |z| |w| (cosa + isina)(cos 5+ isinf)

= |2] |w| ((cosarcos B — sinasin B) + i(sinacos B + cos asin 3))
Ker je po adicijskih izrekih za kotne funkcije

cosacos f — sinasin f = cos(a + )

sinacos B + cos asin 8 = sin(a + ),

je torej

2w = |z |w| (cos(a+ B) + isin(a + B)).

V posebnem primeru je torej
(cos a + i sina)(cos 3 + isin B) = cos(a + B) + isin(a + B),
od koder sledi t.i. de Moivreova formula
(cosa +isina)™ = cosna + isinna,

ki velja za vsak kot o in vsako naravno stevilo n.

Ce je n naravno stevilo, stevila z, ki resujejo enacbo
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imenujemo n-te korene enote. 7Z uporabo de Moivreove formule vidimo, da
so to Stevila

k2 k2
cos =X 4 isin " ke {0,1,...,n—1},
n n

tj. tocke na krozmici {z : |z| = 1}, ki so oglis¢a pravilnega n-kotnika, katerega

eno oglisce je v tocki (1,0).



Poglavje 2

Zaporedja

2.1 O mnozicah in preslikavah

Definicija 13 Naj bosta A in B mnozici. Preslikava iz mnozice A v mnoZico
B je pravilo, ki vsakemu elementu iz mnoZice A priredi natanko doloéen element

mnoZice B. Pri tem pisemo

f: A=B
fia fla)

Pravimo, da je f preslikava z A v B. Pri tem imenujemo mnozico A definici-
jsko obmocje preslikave f, mnoZico vseh elementov oblike f(a), ko a pretece
A, pa zalogo vrednosti preslikave f. Definicijsko obmocje oznacimo tudi z

D(f), torej D(f) = A, zalogo vrednosti pa z R(f), torej R(f) = {f(a) : a € A}.

Definicija 14 Naj bosta A in B mnozici in f : A — B preslikava. Ce je £ C A,
oznacimo z f(E) mnoZico vseh elementov iz B, oblike f(a), a € £. MnoZici f(£)

pravimo slika mnoZice € s preslikavo f.

Definicija 15 Ce je € C B, je f~Y(€) mnozica vseh taksnih a € A, da je
f(a) € &. f~Y(E) imenujemo praslika mnoZice € pri preslikavi f oz. inverzna

slika.

31
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Definicija 16 Naj bo f preslikava z A v B. f(A) je zaloga vrednosti preslikave

f. Ce welja f(A) = B, pravimo, da je f surjektivna preslikava in pisemo
f: A—B.

Pravimo, da je [ injektivna, ce iz x,y € A, x # y sledi f(x) # f(y). To
0znacimo z

fiA—B

Preslikava, ki je hkrati surjektivna in injektivna, se imenuje bijektivna oz.

obratno enolicna preslikava. Oznaka
f:A—B

Ce je f : A — B bijektivna, potem zaradi surjektivnosti za vsak b € B
obstaja taksen a € A, da f(a) = b. Zaradi injektivnosti je takSen element en
sam. Na ta nac¢in lahko definiramo preslikavo z B v A, ki elementu b € B priredi
natanko dolocen element a € A, da je f(a) = b. Tako definirana preslikava se
imenuje inverzna preslikava bijektivne preslikave f. Oznacimo jo z f~!. Za

a € Ain b € B in bijektivno prelikavo f torej velja:

f: A=B, f(a)=b,
LB A ) =

Definicija 17 Naj bosta f : A — B in g : B — C preslikavi. Kompozicija oz.

kompozitum preslikave f s preslikavo g je preslikava
gof:A—C,

definirana s predpisom

(90 f)a) = g(f(a)).
Omenimo $e tdentiéno preslikavo oz. identiteto.

idg: A— A

ida(a) = a, za vse a € A.
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Zgled: Naj bo f: A — B bijekcija in f~! : B — A njena inverzna preslikava.
Tedaj velja:

foft=idg,

flof=idy.
O

Definicija 18 MnoZici A in B sta ekvipolentni oz. enako moéni, c¢e obstaja
bijektivna preslikava f : A — B. Tedaj pravimo tudi, da imata isto kardinalno

Stevilo.

Definicija 19 MnoZica je Stevna, ce je konéna ali Stevno neskonéna. Koncna
mnoZica je mnozica, ki ima konéno mnogo elementov. Stevno neskoncéna mnoZica
je mnoZica, ki je ekvipolentna mnozici IN. Neskocéna mnoZica, ki nima iste moci

kot IN, pa je nestevna mnoZica.

Izrek 4 Koncni mnoZici sta ekvipolentni natanko tedaj, ko imata isto Stevilo

elementov.

Opomba: Mnozice IN, Z in @ so Stevne mnozice (obstaja bijekcija), medtem

ko R ni Stevna mnozica.

2.2 Zaporedja stevil
Definicija 20 Zaporedje realnih Stevil je preslikava iz IN v R.
f:IN—=R.

Obicajno zapisemo
f(n) =a,

Zaporedje obicajno podajamo tako, da ¢lene zaporedja zapisemo enega za drugim:
ay,a2,0as,...,

véasih pa tako, da zapisemo {an}, ;. Stevilo a,, imenujemo n-ti clen zaporedja.
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Zgled:
1. a, =n, ar=1,a2=2,...

2. a, = (—l)n, a] = —]_’ ar=1,...

n, n je sodo
Ap = a1:1/1,a2:2, a3:1/3,‘.‘
1/n, n je liho

4. Zaporedje lahko podamo tudi rekurzivno, tj. tako, da povemo, kako se n-ti
¢len zaporedja izraza s predhodnimi ¢leni. Poseben primer tako podanega

zaporedja je t.i. Fibonaccijevo zaporedje, ki je podano z
ap =ax =1, apy2=any1+a,, (neNN).

Zaporedje je torej
1,1,2,3,5,... .

¢

Definicija 21 Zaporedje {an}zoz1 je navzgor omejeno, ce je zaloga vrednosti
preslikave n — a,, n € N, navzgor omejena, tj., ¢e obstaja taksen M € R, da

je an < M za vsak n € IN. Podobno je definirano navzdol omejeno zaporedje.

Definicija 22 Natancna zgornja meja zaporedja {an Yoo ., ki je navzgor ome-
n=1’
jeno, oznac¢imo jo s supa, = b, je matancéna zgornja meja mnoZice vseh a.

Torej je b = sup a,, ce je
1) ap <b za vsen € N,

i1) Za vsak ¢ < b obstaja vsaj en ng, da je an, > c.

Definicija 23 Naj bo dano zaporedje ay,as,as, ... in zaporedje naravnih Stevil
ny, g, N3, ..., da velja n; < ng < ng < .... Zaporedje

Anyy Qngy Angy - - -

tedaj imenujemo podzaporedje zaporedja ai,as,as,... .



2.3. STEKALISCA ZAPOREDJA 35

2.3 Stekalis¢ca zaporedja

o0

ne1, Ce v vsaki

Definicija 24 Stevilo a imenujemo stekaliiée zaporedja {an}
(torej e tako majhni) okolici stevila a leZi neskonéno mnogo clenov zaporedja.
Z drugimi besedami: a je stekalisce {an} -, ¢e za vsak € > 0 velja |a, —a| < e

za neskonéno mnogo n-jev.

Slika 2.1: e-okolica Stevila a

Opomba: Beseda stekalis¢e morda ni bila najbolj posreceno izbrana, ker bi

nas morda navedla na napacen sklep, da mora biti stekalisS¢e eno samo.

oo 99

Ko pravimo ,,v okolici U lezi neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja {a,}, . ,”, s

tem povemo, da je a, € U za neskoncéno mnogo indeksov n. Ti ¢leni med seboj
niso nujno razlicni. Zaporedje 0,0,0, ..., kjer je a, = 0 za vse n, ima stekalisce

0.

Izrek 5 Ce vsaka (Se tako majhna) okolica stevila a vsebuje nek clen zaporedja

{an},2 |, an # a, potem je a stekalisée zaporedja.

Dokaz: Naj bo € > 0. Po predpostavki obstaja taksen ¢len zaporedja a,,, da
velja:
an, #a, lan, —al <e.

Po predpostavki obstaja taksen ¢len zaporedja a,,, da velja:
Qny £ a, |an, —a| <lan, —a| <e.

Clene tega ,zaporedja” dobimo induktivno. Denimo, da Ze imamo ¢lene a,,,

Gnyy - -« Gy, , Za katere velja
0<lan, —a| <...<l|an, —a| <lan, —a| <e.
Po predpostavki obstaja takSen ¢len zaporedja a,,,,,, da velja:

Unpyy 7 Gy Nan, o —al <lan,, —al <...<l|an, —a| <e.
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O

Izrek 6 Vsako na obe strani omejeno (na kratko: omejeno) zaporedje {an}, |

ima vsaj eno stekalisce.

Dokaz: Naj bo zaporedje {a,},., omejeno, m neka njegova spodnja meja
in M njegova natanc¢na zgornja meja. Naj bo U mnozica vseh tistih u € R,
da je neenakost a,, < w izpolnjena za najve¢ kon¢no mnogo ¢lenov zaporedja
{an};—, tj., da je levo od u najve¢ konéno mnogo ¢lenov zaporedja (torej lahko
tudi za nobenega). Mnozica U ni prazna, ker vsebuje m. Zaporedje je navzgor
omejeno, torej je navzgor omejena tudi &. Mnozica U je torej neprazna in
navzgor omejena. Po Dedekindovem aksiomu ima natancéno zgornjo mejo, ki
jo oznacimo z a = supU. Ce je b € U, iz lastnosti mnozice U sledi, da so vsa
Stevila manjsa od b tudi v . Vsa Stevila, manjsa od a, so torej v mnozici Y.
Naj bo e > 0. Ker je a — 5 v mnozici U, a + 5 pa ni v njej, je na stevilski
premici levo od a — § kon¢no stevilo ¢lenov zaporedja, levo od a + § pa jih je

neskoncno. Torej jih je neskoncno tudi na intervalu (a — §,a + §), ki vsebuje

vse clene od a — 5 do a + 5. Ker to velja za vsak € > 0, je a res stekalisce. [

2.4 Konvergentna zaporedja

Definicija 25 Zaporedje {a,},.., konvergira proti stevilu a, ée v vsaki (Se tako
maghni) okolici Stevila a lezijo vsi cleni zaporedja od nekega naprej, tj., ée za

vsak € > 0 obstaja taksen ng € N, da velja |a, — a| < € za vsak n > ng.

Ce zaporedje konvergira, pravimo, da je zaporedje konvergentno. Stevilo,

h kateremu zaporedje konvergira, imenujemo limsita zaporedja, in piSemo

a= lim a,.
n—oo

Zaporedje, ki ne konvergira, imenujemo divergentno zaporedje in pravimo, da

divergira.

Zgled:
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1. zaporedje a,, = (—1)" divergira

2. zaporedje a, = (—1)"L konvergira k 0, torej lim, o (—1)

Dokaz: Naj bo € > 0.

la, — 0l <e < ’(—1)”—

Vemo, da obstaja ng € IN, da je o <€, torej za vsak n > ng velja:

1 1
—<—<e,
n no
od koder sledi, da za vsak n > ng velja |a,, — 0] < e. O

Zapomnimo si, da je vsaka limita zaporedja tudi stekalis¢e zaporedja. Stekalisce

pa ni nujno limita, tudi ¢e je eno samo.

Zgled: Oglejmo si zaporedje:

n, n je sodo

ay, =
1/n, n je liho,
s cleni
1.1 1
=,2,-,4,-.6
1 ) 9 37 ) 57
Stekalisce je eno samo, tj. 0, zaporedje pa ni konvergentno. O

Trditev 11 Ce zaporedje konvergira, ima natanko eno limito.
Dokaz. Denimo, da ima zaporedje {a,},- ; dve limiti.

lim a, =a, lim a,=0b, a#b.
n—oo n—oo

Naj bo e = LIH > 0. Tedaj je e > 0 in okolici (a —&,a+¢) in (b—e,b+¢) sta
disjunktni, tj.

(a—e,a+e)N(b—c,b+e)=0.
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Cejex € (a—e,a+e), je

e —b=|z—a+a—D

>la— bl — |z —d

>la—bl—¢
T
> La—1b).

Od tod sledi z ¢ (b—¢,b+¢). Ker je a limita zaporedja {a,},—,, obstaja
ng € N, da za n > ng velja: |a, — a| < e. Torej |a, — b| < € velja kvecjemu
za kon¢éno mnogo indeksov. Kar pa vodi v protislovje z dejstvom, da je b limita

zaporedja. Sledi torej a = b, kar pomeni: Ce limita obstaja, je ena sama. O

Zgled: Ugotovi, od katerega ¢lena se vsi ¢leni zaporedja a,, = 1/2"~! razlikujejo
od limite za manj kot € = 1072,

2n71

Limita £ = limy,— 00 @y, = limy, 00 1/ = 0. Najti moramo taksen ng € IN,

da je neenakost |a,, — | < ¢ izpolnjena za vsak n > ng. Sedaj |a, —£| < £ pomeni

T 0’ <1072,

1
§E:T < 10_27

2n=1 100,

log 100

—-1>
" log?2 ’

Ker je

pomeni, da za ng = 8 velja

in torej za vsak n > ng velja
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torej |a, — 0] < ¢ = 1072, Sledi, da se od osmega ¢lena naprej vsi ¢leni nasega

zaporedja razlikujejo od limite za manj kot 1072, %

Opomba: Ce zaporedje {an},~, konvergira k a, v¢asih pravimo, da ,gre a,,
proti a, ko gre n Cez vse meje”. Seveda pa to ne pomeni, da je za vsak n ¢len

an+1 blizje a, kot ¢len a,,.

Naravno vprasanje je, ali je mogoce samo s ¢leni zaporedja (ne da bi omenili
limito) povedati, kdaj je zaporedje konvergentno. Na to vprasanje odgovori

izrek [

Definicija 26 Zaporedje {a,} -, izpolnjuje Cauchyjev pogoj, ée za vsake > 0

obstaja taksen ng € N, da je |a, — am| < € za poljubna n,m > ng.

Opomba: Zgornje pomeni, da sta si dovolj pozna ¢lena poljubno blizu. Za-
poredje, ki zadosta Cauchyjevemu pogoju, je vedno omejeno. Zaporedju, ki

izpolnjuje Cauchyjev pogoj, vcasih kratko pravimo Cauchyjevo zaporedje.

Izrek 7 Zaporedje {a,},., realnih $tevil je konvergentno natanko tedaj, ko

1zpolnjuje Cauchyjev pogoj.

Dokaz: (=) Zaporedje konvergentno = Cauchyjev pogoj. Naj bo {a,}, -,
konvergentno zaporedje. Naj bo ¢ > 0 in a = lim,_ a,. Tedaj obstaja
no € IN, da za vsak n > ng velja: |a, —a| < 5. Naj bosta m,n > ng. Tedaj

velja:

Ay — am| - |(an _a) - (am _a’)|

<l|an —a| + |am —

<5+5
2 2
=e.

Za vsak € > 0 smo torej nasli ng, da je |a, — am| < € za poljubna n,m > ng.
Zaporedje torej izpolnjuje Cauchyjev pogoj.
(<) Cauchyjev pogoj = zaporedje konvergentno. Naj zaporedje {an} -,

zadosca Cauchyjevemu pogoju. Tedaj je zaporedje omejeno. Za €9 = 1 obstaja
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ng € N, da za n,m > ng velja |a, — an| < 1. V posebnem primeru velja
|an, — an,| < 1. Zato vsi ¢leni zaporedja od ¢lena a,, naprej lezijo na intervalu
(ang — 1, an, +1). Izven tega intervala jih je le konéno mnogo, tj. ng — 1 ¢lenov.
Potem je zaporedje res na obe strani omejeno. Torej ima vsaj eno stekalisce.
Pokazati moramo Se, da je stekalis¢e eno samo in da je to stekalisce limita.

Denimo, da ima {a,} ., dve stekalis¢i a in b, a # b. Naj bo |[b—a| = 1.

1 1 1
o—O O——O
a am an b

Slika 2.2: Stekalis¢i zaporedja

Ker je a stekalisce, v okolici (a — 1/3,a + 1/3) lezi neskonéno mnogo ¢lenov
zaporedja. Ker je b stekalisce, tudi v okolici (b — [/3,b + 1/3) lezi neskonéno
mnogo clenov zaporedja. Torej v obeh okolicah lezijo ¢leni zaporedja s poljubno
visokimi indeksi. Ker je zaporedje Cauchyjevo, obstaja taksen ng € IN, da za
poljubna m,n > ng velja, da je |a, — am| < 1/3. Vemo ze, da lahko najdemo

m > ng, da bo an, € (a —1/3,a+1/3) in a, € (b—1/3,b+1/3). Tedaj velja
|an — am| = |(b—a) = (am — a) — (b — ax)|
> |b—al = |am —a| — |b— ay]

>1-

W~
Wl =~

protislovje. Dokazali smo torej, da je stekaliste eno samo. Oznacimo ga z a.
Pokazati moramo samo $e, da je to stevilo a tudi limita zaporedja.

Naj bo € > 0 poljubno majhno. Pokazimo, da lezi izven okolice (a —¢e,a+¢)
najveé konéno mnogo ¢lenov. Ce bi bilo namreé zunaj te okolice neskonéno
mnogo ¢lenov, bi lahko nasli podzaporedje ay,, @n,, ans, - - ., da bi bili vsi ¢leni
tega podzaporedja zunaj intervala (a — e,a + ¢), tj. |an, — a] > e. Taksno
podzaporedje pa je omejeno, saj izpolnjuje Cauchyjev pogoj. Zato ima vsaj eno
stekalisce, ki je seveda hkrati tudi stekalis¢e prvotnega zaporedja {an}le. Ker

za vse ¢lene a,, velja |a,, —al > €, sledi, da je |¢ —a| > €, od koder sledi
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¢ # a. To pomeni, da ima zaporedje Se eno stekalisce, ¢, ki pa je razlicno od

a. Vemo pa, da taksnega stekalis¢a ni. Protislovje pokaze, da je izven okolice

o0

—1» kar pomeni, da so od

(a — €,a + €) najvet¢ konéno ¢lenov zaporedja {a, }
nekega dovolj poznega Clena naprej vsi v omenjenem intervalu. Torej za vsak
€ > 0 obstaja ng € N, tako da za n > ng velja: |a, — a| < &, kar pomeni, da je

a limita zaporedja {a, }, .. O

Trditev 12 Vsako omejeno zaporedje, ki ima eno samo stekalisée, je konver-

gentno. To edino stekalisce je limita zaporedja.
Dokaz: Sledi iz dokaza prejsSnjega izreka. O

Trditev 13 Vsako konvergentno zaporedje je omejeno in ima natanko eno stekalisce,

ki je tudi limita zaporedja.

Dokaz: Sledi iz dokaza prejsnjega izreka. 0

Opomba: Ce zaporedje ni omejeno in ima eno samo stekalisce, ni konver-

gentno.

Zgled: Se enkrat si oglejmo zaporedje:

n, njesodo

an =
1/n, n je liho,
torej zaporedje
11 1
—,2,=,4,-,6..
1 ) 9 37 ) 57
Stekalisce je eno samo, tj. 0, zaporedje pa ni omejeno, torej ni konvergentno.

O

2.5 Monotona zaporedja

Definicija 27 Zaporedje {a,}, ., je naraséajoce, ée je an, < an41 za vsak n €
IN in je padajoce, ée je a, > ant1 za vsak n € IN. Zaporedje {a,}, | je strogo
narascéajoce, ¢e je an < an+1 26 vsak n € N in strogo podajoce zaporedje, ce je

Gp > py1 2a vsak n € IN.
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Zgled:

1. Zaporedje a,, = n je strogo narascajoce.

2. Zaporedje a, = 1/n je strogo padajoce.

O

Izrek 8 Narascajoce zaporedje {a,},., je konvergentno natanko tedaj, ko je
navzgor omejeno. V tem primeru je njegova limita enaka natancéni zgornji meji,
lim a, =supa, = a.

n— o0

Dokaz: Naj bo a = supa, in € > 0 poljuben. Ker a — ¢ ni ve¢ zgornja meja
zaporedja, obstaja ng € IN, da velja a — ¢ < a,,. Ker je zaporedje narascajoce

in ker je a njegova zgornja meja, velja za n > ng naslednja neenakost
a—e<a, <a<a-+te.

Torej za n > ng velja |a, —a| < e. Ker je bil € poljubno majhen, sledi, da

zaporedje konvergira k a. O

Izrek 9 Padajoce zaporedje {ay},, je konvergentno natanko tedaj, ko je navz-

dol omejeno.
Dokaz: je analogen dokazu prejsnjega izreka. O
Izrek 10 Naj bo [ay,b,]| zaporedje vioZenih zaprtih intervalov, tj.
[@n+t1,bnt1] C [an, by Vn € IN.
Naj zaporedje njihovih dolzin konvergira k 0, tj.
nh_{rgo (b, — an) = 0.

Tedaj obstaja natanko eno Stevilo ¢, ki je vsebovano v vseh intervalih, tj.

X &S]
¢ € [an, by] za vsak n oziroma {c} = nql[an, by).
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— o o——

an Api1 ¢ b1 by

Slika 2.3: Zaporedje vlozenih intervalov

Dokaz: 1z [ant1,bn+1] C [an,by] sledi a,, < apt1 < bppr < by,. Zaporedje
{a,},2, je torej narascajoce, medtem ko je zaporedje {b,}, -, padajoce. Velja
tudi a,, < by, za vsak n € IN. Torej je sup a,, < inf b,,. Ker je lim,, o0 |bp —an| =

0, sledi, da je supa, = infb,. Ce oznaéimo ¢ = supa, = infb,, je torej

{c} = n?jl[an, by]. O

Zgled: Oglejmo si zaporedje vlozenih intervalov [a,,b,], pri ¢emer je a, =
1—2/nin b, =1+ 1/n. Prvi interval je [—1,2], drugi interval je [0,3/2] itn.

Velja
2 3

1
lim ‘1+——<1——)’: lim — =0
n—oo n n n—,oo n

inc=1. O

Spomnimo se, da podzaporedje zaporedja {ay},.; imenujemo vsako za-
poredje oblike ay,,Gn,,..., kjer so n1 < ny < nz < ... strogo naraScajoci
indeksi.

Neposredno iz definicije konvergence sledi, da konvergentno zaporedje ostane
konvergentno, ¢e mu odvzamemo ali dodamo kon¢no mnogo ¢lenov. Vsako
podzaporedje konvergentnega zaporedja je konvergentno in ima isto limito kot

prvotno zaporedje:

Trditev 14 Naj bo lim, o a,, = a, tedaj je limy_,o0 apn, = a za vsako podza-
poredje {an, }re ;-

Dokaz: Naj bo £ > 0. Ker je lim,_, a, = a, obstaja ng € IN, da je za vsak
n > ng izpolnjena neenacba |a, — a| < e. Ker je a,, podzaporedje, obstaja
ko € W, da je iz ng, > ng sledi |a,, — a| < € za vsak k > kg. Pri tem je

ng > Nk, > No. O

Izrek 11 Naj bo {a,},., zaporedje. Stevilo ¢ € R je stekalisce zaporedja

{a,},2, natanko tedaj, ko obstaja podzaporedje, ki konvergira k c.
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Dokaz: (<) Naj obstaja podzaporedje {an, }72,, ki konvergira k ¢. Naj bo
€ > 0. Potem obstaja nek ko € IN, da za vsak k > ko velja, da je |a,, —¢c| <e.
Torej v okolici (¢ — €, ¢ + ¢) lezi neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja. Torej je ¢
res stekalisce.

(=) Naj bo c stekalis¢e zaporedja {a,},-,. Radi bi nasli podzaporedje,
ki konvergira k ¢. Naj bo U, = (¢ — 1/n,c+ 1/n). U; je okolica tocke c.
V U; lezi neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja, torej obstaja a,, € U;. Uz je
spet okolica tocke c. V Us lezi neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja, torej obstaja
Gn, € Uz, ng > ny. Induktivno sklepamo naprej,. . . Denimo, da ze poznamo a,,, ,
Ungse ooy Qny,s 28 An; € Uy, za j € {1,2,...,k}, n1 <np < ... < mng. V okolici
U1 lezi neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja (ker je c¢ stekalisce). Torej obstaja
Anyyy € Urg1, Niey1 > ng. Dobili smo podzaporedje {an, }72,. Pokazimo Se, da
je lim,, .o an, = c¢. Najboe > 0. Potem obstaja taksen ko € IN, da je 1 /ko < e,
iz ¢esar naprej sledi Uy, C (c—e,c+e¢). Torej (c—1/ko,c+1/ko) C (c—e,c+e).

Naj bo k > ko. an, € Uy, C Uy, C (c—¢€,c+¢), iz Cesar sledi |an,, — | < e.

Posledica 7 Vsako omejeno zaporedje ima konvergentno podzaporedje.

2.6 Racunanje z zaporedji

Izrek 12 Naj bosta {a,},—, in {b,} -, konvergentni zaporedji. Tedaj konver-

girajo tudi zaporedja:

Z) a1 + by, as + b, ...
’Ll) al—bl, ag—bg,.‘.
’LZ’L) a1~b1, ag‘bg,‘.‘
poleg tega velja Se
lim (a,, + b,) = lim a, + lim b,
n— oo n— oo n— o0

lim (a, —b,) = lim a, — lim b,
n—roo n—roo n—roo

lim (a, - b,) = lim a, - lim b,
n— oo n— oo n— oo
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Dokaz: i) Zaporedji {a, },-, in {b,} -, sta konvergentni. Naj bo lim,_, a, =
a in lim,, o b, = b. Zelimo pokazati, da je lim,, s (an + b,) = a + b. Naj bo
e > 0. Tedaj obstaja n; € N, da za n > n; velja, da je |a, — a|] < /2. Prav

tako obstaja ny € IN, da za n > no velja, da je |b, —b| < £/2. Oglejmo si razliko

lan, + by — (a +b)| = [(an — a) + (b, — )]

< |an — a| + |bn — b].
Naj bo ng = max{ni,na} in n > ng. Tedaj je tudi n > n; in n > ngy, zato sledi
|an, + by, — (a+0)| <e/2+e/2=¢

i1) podobno kot v primeru 7).

ii1) Naj bo lim,, s o0 ay, = @ in lim,,_,o b, = b. Radi bi pokazali, da je lim,,—s o0 (an, - by) =

a-b. Ocenimo

|anby, — ab| = |anb, — anb + anb — abl

< Jan||bn =0 + [bllan — af = (¥)

Naj bo e > 0. Ker je zaporedje {a, },. ; konvergentno, je omejeno, torej obstaja
M < o0, da je |an| < M za vse n € IN.

Ker je limy, 00 @y, = @ in lim,,— b, = b, obstaja ng € IN, da za vse n > ng

velja
g g
an — a| < ———, by, — b < ———r.
| 2(M + [b]) | | 2(M + [b])
Torej je
(%) < M|bp — b| + [b] |an — al
13 g
<M +|b
2(M + [b]) | |2(M+|b|)
-2 2

Torej za vsak £ > 0 lahko najdemo ng, da je |anb, — ab| < e za vse n > ng, kar

pomeni, da je lim,,_ o anb, = ab. O
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Posledica 8 Ce zaporedje {an},—, konvergira in je X € R, tedaj tudi zaporedje

{Xan},2, konvergira in velja

lim Aa, = A lim a,
n—roo n—roo

Dokaz: Sledi iz iii) prejsnjega izreka, ¢e vzamemo b, = A, (n € IN). O

7 indukcijo lahko prejsnja pravila posplo§imo na poljubno konéno Stevilo

sumandov ali faktorjev.

Izrek 13 Naj zaporedje {an}ff:l konvergira in naj bo a, # 0 za vsak n € IN.
Naj za limito a = lim,,_, a,, tudi velja, da je a # 0. Tedaj konvergira zaporedje

{1/a,}" | in je

. 1 1
Iim — = — = —
n—00 G, lim a, a
n—roo

Dokaz: Ker zaporedje {an}zo=1 konvergira k a, a # 0, od nekega ng naprej
vsi ¢leni a,, lezijo v intervalu (a — |a|/2,a + |a|/2). Ta interval se ne seka z
intervalom (—|a|/2,|a|/2). Na intervalu (—l|a|/2,]a|/2) torej lahko lezi najvec
kon¢no mnogo ¢lenov a,, ki so po nasi predpostavki vsi razlicni od 0. To pa
pomeni, da obstaja 1 > 0, da na intervalu (—n,n) ni nobenega ¢lena zaporedja
{an}, torej |an| > n za vse n € N.

Naj bo e > 0. Ker {a,},., konvergira k a, obstaja ng € N, da je |a, —a| <

lane za vse n > ng. Ce je torej n > nyg, sledi

1 1] la — ap|
an a| la] |an]
lan — al
|aln
|a|ne
laln
=e.
Ker je bil € > 0 poljuben, to pomeni, da je lim, _, 1/a, = 1/a. O

Posledica 9 Ce sta zaporedji {an};y in {by},—, konvergentni, pri cemer so
081 by, #£ 0 in lim, o0 by, # 0, tedaj konvergira tudi zaporedje

ap a2
b1’b2’”.
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in velja:
lim a,
. G, n— 00
lim — = =
n—o0 by, lim b,
n— 00
Dokaz: Sledi iz prejsnjih izrekov:
. anp .
lim — = lim a,—
n—o0 by, n—00 b,
= lim a, lim —
n— 00 n— 00 n
. 1
= lim ap,———
n—oo lim, o by
lim, oo an
O

Zgled: Oglejmo si naslednjo limito.

. mP4n-2 . 2+5-F

lim (24 3)

R ey

. . 1 . 2
o hmn—>00 2 + hmn—>oo nZ hmn—>oo 3

n
lim, oo 1+ limy, 0 % + limy, 00 %

_240-0
14040
=2

2.7 Zgornja in spodnja limita, limita +o0, —o0

Definicija 28 Pravimo, da zaporedje konvergira k +o0o, ¢e za vsak A € R o0b-

staja taksen ny € IN, da je ap, > A za vse n > ng. V tem primeru pisemo:

lim a, = +oo.
n— 00

Podobno definiramo konvergenco k —oo.

Taksna zaporedja ne stejemo za konvergentna. Izraz: ,konvergira k +o00”

oz. ,konvergira k —oo” razumemo kot eno samo besedo. Ce velja lim,, o a,, =
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+o00 je zaporedje navzdol omejeno, navzgor pa ni omejeno. Podobno velja za

lim,, o0 Gy, = —00.

Naj bo zaporedje {a,},.; na obe strani omejeno, torej omejeno. Vemo, da
ima taksno zaporedje vsaj eno stekalisée. Ce je eno samo, ze vemo, da je za-
poredje konvergentno in to stekalis¢e limita zaporedja. Lahko pa ima zaporedje
vec stekalis¢. Mnozica & stekaliS¢ je seveda omejena, ker je zaporedje omejeno.

Obstajata torej sup € in inf £.

Definicija 29 Naj bo {a,},., omejeno zaporedje in naj bo £ mnozica njegovih
stekalisc. Tedaj je € meprazna omejena mnoZica. sup& imenujemo zgornja
limita oz. limes superior in pisemo
sup€ = lim a, = limsupa,,.
n—o0 n—o0o
Podobno inf £ imenujemo spodnja limita oz. limes inferior in pisemo

inf€ = lim a, = liminf a,.
n—oo n—oo

Opomba: Iz definicij stekalis¢a, natancne zgornje meje in natanéne spodnje
meje sledi, da sta limsup,,_,., @, in liminf, ,. a, spet stekalis¢i zaporedja.

Torej sta to kar najvec¢je in najmanjse stekalisce.
Definicija 30
1. Naj bo zaporedje {an};l'o:1 navzgor neomejeno. Tedaj pisemo

lim sup a,, = +00.
n—oo

2. Naj bo zaporedje {an};l'o:1 navzdol neomejeno. Tedaj pisSemo

liminf a,, = —o0.
n— oo

3. Naj bo zaporedje {a,},-, navzgor neomejeno in navzdol omejeno. Tedaj
pisemo:
i) ¢e € # 0 definiramo

liminf a,, = inf &,
n—oo
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ii) ¢e £ =10 definiramo

lim inf a,, = +o0.
n— 00

4. Naj bo zaporedje {a,} -, navzgor omejeno in navzdol neomejeno. Tedaj
pisemo:
i) e & £ 0 definiramo

limsupa,, = supé,
n—oo

ii) ée £ =0 definiramo

limsup a,, = —o0.
n—oo

Opomba: Naj omenimo, da oznak +00 in —co ne obravnavamo kot stevili.
Izrek 14 Naj bo zaporedje {a,},. , omejeno. Tedaj je

c=limsupa, =sup&
n—oo

natanko tedaj, ko za vsak € > 0 velja:
(i) an > ¢+ e velja za najveé konéno mnogo indeksov n.

(ii) an > ¢ — € velja za neskonéno mnogo indeksov n.

Dokaz: (=) Naj bo £ mnozica stekalis¢ zaporedja {a,, },-, in ¢ = limsup,,_, ., @, =
sup €. Najboe > 0. Denimo, da je neenakost a,, > c+¢ izpolnjena za neskonéno
mnogo ¢lenov zaporedja {a,},-,, torej za neko podzaporedje {a,,}7>;. To
podzaporedje je omejeno, torej ima stekalisce, ki je obenem tudi stekalisce za-
poredja {a,} - ;. Oznacimo to stekalis¢e z d. Ker je a,, > c+e¢ za vsak k sledi,

da je d > ¢+ ¢ in tako ¢ ni supremum za £. Prisli smo v protislovje. Torej

an > ¢+ ¢ velja kvecjemu za konéno mnogo ¢lenov. Ker pa je ¢ stekalisce, velja

an > ¢ — € za neskon¢no mnogo indeksov.

(<) Naj stevilo ¢ zadosca pogojema (i) in (7). Radi bi pokazali, da je
c=sup&. Najboe > 0. Pogoja (i) in (ii) povesta, da v intervalu (c—¢, c+e¢) lezi
neskoncno ¢lenov zaporedja. Torej je ¢ stekalisée oz. ¢ € £. Za vsako stekalisce
x € &€ velja x < ¢. Ce bizanek z € € veljalo z > ¢, bi v poljubno majhni okolici

tocke x lezalo neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja. Tedaj bi obstajal € > 0, da bi
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bilo a,, > c¢+¢ za neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja. To pa bi bilo v protislovju
z (i). Potem je x < ¢ za vsak x € £. Torej je ¢ res natanéna zgornja meja &, tj.

c = limsup,, , . an. O
Izrek 15 Naj bo zaporedje {ay,},-, omejeno. Tedaj je

d = liminf a,, = inf £
n—roo

natanko tedaj, ko za vsak € > 0 velja:
1) a, < d — ¢ izpolnjeno za kvecjemu konéno mnogo indeksov n.
2) a, < d+ ¢ izpolnjeno za neskonéno mnogo indeksov n.

Dokaz: Podobno kot v prejsnjem primeru. O

Zgled: Dano je zaporedje a,, = (—1)"(n + 1)/n. Zapisimo nekaj clenov za-

poredja.
4 5 6

7_57 Zv 5a

9

=N
N W

Opazimo, da ima to zaporedje dve stekalis¢i. To sta —1 in 1. Torej je

limsupa, =1 in liminfa, = —1.
n—o00 n—o0

1z izrekov [I4] in [l sledi naslednji izrek.
Izrek 16 Naj bo {a,}, -, omejeno zaporedje. Tedaj je

lim sup a,, = inf (sup ak) = lim (sup ak),

n—00 o \k>n n=00 \k>n
liminf a,, = sup <inf ak> = lim (inf ak>‘
n— oo n k>n n—oo \ k>n
Posledica 10 Naj bosta {an},—, in {b,} —, omejeni zaporedji in naj velja
an < by, za vsak n. Tedaj je
limsup a,, < limsup b,,,
n—roo n—roo

liminf a,, < liminf b,,.
n— oo n— 00
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2.8 Definicija potence pri realnem eksponentu

Ce je a > 0 in r = 7> pozitivno racionalno stevilo, tedaj z a” oznacimo potenco

a’ =a™" = Yam.
V tem poglavju si bomo ogledali, kako definiramo a” za poljubno realno stevilo

r > 0.

Opomba: V oznaki ¢” imenujemo a osnova, r eksponent in Stevilo a”

potenca.

Trditev 15 Naj bo 0 < a < 1. Tedaj je

lim a™ = 0.
n— oo

Dokaz: Naj bo {a"}°; zaporedje. Ker je 0 < a < 1, je a"™! = aa™ < a™,
torej je zaporedje {a™}52 , padajoce. Vsako Stevilo a™ je vecje od 0. Zaporedje
je torej padajoce in navzdol omejeno. Tedaj vemo, da je konvergentno, da torej

obstaja lim,, . a” = c. Oglejmo si §e lim,, o, ™11,

lim ¢"*' = lim aa”
n— 00 n— o0
=a lim a"
n— o0
=ac
Sledi ¢ = ac oz. ¢(1 —a) =0, torej je ¢ = 0. O

Trditev 16 Naj bo a > 1. Tedaj je

lim a" = +o0.
n— 00

Dokaz: Ker je a > 1, je a"t! = aa™ > a", torej je zaporedje {a"}2%,

narascajoce. Vsako stevilo a” je vecje od 1. Trditev bo dokazana, ¢e pokazemo,

da to zaporedje ni navzgor omejeno. Denimo, da zaporedje je navzgor omejeno.
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Tedaj vemo, da bi obstajala lim, ., a™ = ¢ in bi bilo

lim ¢"!' = lim aad®
n—oo n—oo
=a lim a"
n— oo
=ac

Sledi ¢ = ac oz. ¢(1 —a) =0, torej ¢ = 0, kar pa je v protislovju s tem, da so

vsi ¢leni zaporedja vecji od 1. Zaporedje je torej res navzgor neomejeno. O

Izrek 17 Za vsak a > 0 in vsak m € N obstaja natanko en x > 0, da je 2™ = a.

Pisali bomo x = %/a.

Dokaz: Naj bo a > 0 in m € IN. Ce taksen z obstaja, je nujno en sam. Iz
1 > w9 namrec sledi a = z{* > 24" = a, protislovje. Da taksen x obstaja, pa
vidimo takole:

Naj bo zp najvecje nenegativno celo stevilo, da je zj" < a. Tedaj je xf* <
a < (xg+ 1)™. Ce slucajno zy' = a, postavimo x = zp in smo koncali. Ce je

zg' < a, pa naj bo x; najvecje med Stevili
xo,xo + 1/10,...,20 +9/10,
za katero velja 21" < a. Tedaj je
P <a < (x1+1/10)".

Ce je 2" = a, postavimo x = z; in smo koncali. Ce pa ni, proces nadaljujemo.
Tedaj ali pridemo do nasega x po konéno korakih ali pa proces lahko nadaljujemo

brez konca. V drugem primeru dobimo zaporedje x,,, da je
1 m
xnm§a<(xn—|—10—n) za vse n € IN.

Zaporedje {z,}52, je narascajoce, zaporedje x,, + 1/10™ pa padajoce. Prvo je

navzgor omejeno, drugo pa navzdol omejeno, torej sta obe konvergentni. Ker je
Jim (z +1/10™) — ) = Jim 1/10" =0,

sledi, da imata isto limito, ki jo oznac¢imo z z. Iz z]' < a, za vse n € IN

sledi 2™ = lim,, o 2" < a. Podobno iz (z, + 1/10™)™ > a, za vse n sledi
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2™ = limy, o0 (2, + 1/10™)™ > a. Torej je 2™ = a. O

Opomba: Ker je za vsak a > 0 in za vsak m € IN m-ti koren %/a enoli¢no
doloc¢en, vidimo, da

eiz0<a<bsledi ¥/a< Vb

e iz 0 <a<bsledi ¥/a< Vb

e in za poljubne a > 0, b > 0, m,n,p,q € N velja

Vab = a Vb

— " qanom

Definicija 31 Naj bosta p,q € IN. Pisali bomo
aP!? = ap.
Torej, ce jer € Q, r >0, r =p/q, p,q € N, je
a" = aP!l = Yap.

Naprej definiramo

mzar <0

a" = a # 0.

a="’

Opomba: Iz zgornjih lastnosti racunanja s koreni sledi, da je za racionalno
stevilo r potenca a” odvisna le od 7, ni¢ pa od tega, kako r zapisemo kot ulomek.

Ce je r naravno Stevilo, je seveda a” obi¢ajna potenca.
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Trditev 17 Vse lastnosti racunanja s potencami, ko so eksponenti cela Stevila,
veljago tudi, ko so eksponenti racionalna Stevila.

a"al = q"

(@) = a

a"b" = (ab)"
Izrek 18 Za vsak a > 0 je
lim Va=1
n—roo

Dokaz:
i) Ce je a > 1, potem je a™ < a™*! in zato
n/gn < MR gnt torej je "Wa < {/a.

Zaporedje { {/a}22  je torej padajoce in navzdol omejeno (vsi ¢leni so veéji
od 1). Torej obstaja limita lim, o {/a = ¢ > 1. Denimo, da je ¢ > 1.
Tedaj je /a > c za vsak n oz. a > c" za vsak n. Ce je ¢ > 1, vemo, da

gre ¢" Cez vse meje pri n — oo, protislovje. Torej je ¢ = 1.
ii) Ce je a =1, ni kaj dokazovati.
1i1) Ce je 0 < a < 1, potem je a™ > a™*! in zato podobno kot prej

"Ya> a

Zaporedje { {/a}22; je torej naragtajoce in navzgor omejeno ({/a < 1 za
vsak n). Torej obstaja limita lim, . {/a = ¢ < 1. Denimo, da je ¢ < 1.
Tedaj je {/a < ¢ za vsak n oz. a < " za vsak n. Ceje0 < ¢ <1, pa

vemo, da je lim, - ¢ = 0, protislovje, saj je a > 0. Torej je spet ¢ = 1.
O

Posledica 11 Naj bo a > 0. Za vsak (Se tako majhen) € > 0 obstaja taksen
0 >0, da je

la" —1| < ¢,

za vsak h € Q, za katerega velja, da je |h| < 0, tj. h € (—0,0).
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Dokaz: Naj bo a > 0in € > 0. Ker je lim,_,~ {/a = 1, obstaja n; € IN, da je
|{/a — 1] < e, ¢im je n > ny. Ker je tudi lim, m = 1, obstaja ny € NN,
da je | {‘/1/_a — 1| < e, ¢im je n > ny. Naj bo ng = max{ni,na}. Ce je n > ng,
torej velja [{/a — 1| < e in |{/1/a— 1] <e.

Fiksirajmo n > ng in postavimo 6 = 1/n. Naj bo h € Q in h € (=4,9).

i) Naj bo najprej h > 0. V primeru, ko je a > 1, je 1 < a” < at/n

, saj je
h < 4. Sledi: 0 < a® =1 < a'/" —1o0z. 0 < |a" —1| < |a'/™ —1|. Ker
je |¥a — 1| < e, je torej tudi |a" — 1| < e. Zaa < 1,0z. 0 <a <1,
pa velja ocena 1 > a > a'/™ oz. 0 < 1 —al < 1—a'/". Sledi: 0 <
|1 —a"| < |1 —a'/"|, kar pa je enako kot 0 < |a" — 1| < |a'/™ — 1|. Ker je

| /1/a — 1| < &, je ponovno |a" — 1| < e.
ii) Ce je h = 0, ni kaj dokazovati.

iii) Ce je h < 0, dokazujemo podobno kot v primeru 7).

O
Izrek 19 Naj bo a > 0 in naj zaporedje ractonalnih stevil ri,ra, ... konvergira k
limiti v. Tedaj konvergira tudi zaporedje a™ ,a", ... Ce je r racionalno Stevilo,

tedaj je

lim " =a".
n— 00

Dokaz: Vemo ze, da zaporedje konvergira natanko tedaj, ko izpolnjuje Cauchy-
jev pogoj.

i) Naj bo a > 1. Konvergentno zaporedje {r,} ~; je omejeno, torej obstaja
racionalno stevilo M < oo, da je r,, < M, za vse N € IN, od koder sledi,
da je a™ < a™, za vse n € N. Naj bo € > 0. Po prejsnji posledici obstaja

taksen § > 0, da za |h| < d, h € Q velja:
h E
-1 < —.
[ | oM

Ker je zaporedje {r,, }, ; konvergentno, je Cauchyjevo, torej obstaja ng €

IN, da je |1, — rm| < za vsaka n,m > ng. Torej je

la™ =" — 1| < za vsaka n,m > ng.

€
M’
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Ce je torej n,m > ng, je

Ker je bil € > 0 poljuben, smo tako pokazali, da zaporedje {a"™}22
izpolnjuje Cauchyjev pogoj, zato je konvergentno. Prvi del izreka smo

tako dokazali za primer, ko je a > 1.
Naj bo r = lim,,_,+ 7, racionalno Stevilo. Tedaj ima a” smisel in je

la™ —a"| = |a|"|a"™ " = 1].

Kot prej, izraz |a™~" — 1| postane poljubno majhen, ¢e je le |r,, —r| dovolj
majhen. Torej za vsak € > 0 obstaja ng, da je [a"™ —a”"| < €, ¢im je n > ny,

kar dokaze drugi del izreka v primeru, ko je a > 1.

1i) Za a <1 je dokaz podoben.

Opomba: Ce {r,}>° | konvergira, za vsak a > 0 velja lim, . a™ > 0.
To sledi iz dejstva, da je zaporedje {r,}, -, omejeno, —M < 7, < M, za nek

M € Q, M < oo, od koder pri a > 1 sledi

a™M<am <a™, zavse n

inpria<1

a™ <a™m<a ", zavse n.

Trditev 18 Naj bo a > 0 in naj imata zaporedji {ry,}, -, in {sn},—, racional-
nih stevil isto limito

lim r, = lim s,,
n— 00 n— oo
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tedaj je

lim a" = lim a°".
n—oo n— 00

Dokaz: Vemo, da obstaja M € Q, 1 < M < oo, daje —M < r, < M in
—M < s, < M za vsak n, saj imata zaporedji limito in sta zato omejeni. Torej

za a > 1 velja

— lim alimnﬁoC T —lim, oo Sn
n— 00
alimnﬂoo Th
= lim ——
n—o0 ahmnﬂoo Sn
lim,, o0 ™n

lim, oo @

- hmn_>oo alimnﬂoo Sn

in od tod
lim "™ = lim a®".
n—oo n—oo
Podobno sklepamo v primeru, ko je 0 < a < 1. O

Definicija 32 Naj bo a > 0 in r € R. Naj zaporedje {r,},_, realnih Stevil

konvergira k stevilu r. Definiramo potenco a” kot

a" = lim a"™.
n— oo

Na ta nacin je potenca a” dobro definirana, saj iz zgornjega sledi, da lim,,_, o, a™

>t

1, temvec le od njegove limite 7.

ni odvisna od zaporedja {r,}

Opomba:
1. cejer>0in0<a<b jea” <b"
2. Cejea>1n0<r <re,jea™ <a™

S pomocjo racunskih pravil za limite je mogoce videti, da vsa rac¢unska pra-
vila, ki veljajo za potence z racionalnimi eksponenti, veljajo tudi za potence z

realnimi eksponenti.
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2.9 Nekaj posebnih zaporedij

1. Ceje |z| < 1, je

lim 2" = 0.
n—oo

Dokaz: Vemo, da je —|z|" < 2™ < |z|". Poleg tega je lim, o |2|™ = 0.

Torej lim,, 0o 2" = 0. U
2. Cejex>0,je

lim ¢z = 1.

n—oo

To smo ze dokazali. O

3. Cejea>0,je

Dokaz: Naj bo € > 0.
o o e e (2
— —0l<e & -—-<n < - <n
n € €

Ce je ng > (1/e)"/?, tedaj za vsak n > ng velja:

- <ng<n = —
13 ne

<e.

lim ¢Yn=1

n—roo
Dokaz: Naj bo z,, = ¢/n—1. Tedaj je x, >0 zavsen inx, +1= n

oz. (1 + x,)™ = n. Po binomski formuli sledi

(n—1)

1+nxn+n 5 224t =(1+x,)" =n,

od koder dobimo

nin—1) , 9 2 2
Tmngn = xngn_l < < T

Torej lim,, o0 , = 0. O
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5. Najboa € Rin g > 1, ¢ € R. Tedaj je:

lim — =0.
n—oo q"
Dokaz: Naj bo a,, = n®/q¢".
(n+1)"
an4+1 = qn+1

Vemo ze, da je lim, o (1+1)% = 1. Ker je ¢ > 1, obstaja ng € IN, da

1 1\“
-1+ - < 1.
q n

Za n > ng torej velja 0 < ap41 < a,. Zaporedje a,, je torej padajoce za

za n > ng velja

n > ng in navzdol omejeno. Torej ima limito, ¢ = lim,, o ay. 12

()]
Ap41 = 1+ — —An
n q

sledi
1\*1
lim a,41 = lim {<1 + —) —an}
n— o0 n— 00 n q
1\“1
= lim {(14——) —} lim a,
n—o00 n q | n—oo
oziroma ¢ =1-1/q-c. Ker je ¢ > 1, sledi ¢ = 0. O

6. Izrek 20 Zaporedje

je konvergentno.

Opomba: Limito lim,,_ (1 + %)n oznac¢imo z e, torej

1 n
e = lim (1 + —) .
n— 00 n

Dokaz: Zapisimo nekaj clenov zaporedja: a; = 2, as = 9/4, a3 =

64/27,... Pokazali bomo, da je zaporedje {a,} -, naras¢ajoce in navzgor
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omejeno. Splosni ¢len zaporedja je

1 n
an:(l—i——)
n
14t

Pri tem je

Torej

i1 (1o 1+ P P ot
Gnt1 = 2 n+1 n+1 3'

n+1
1
R I

n+1 n+1) (n+1)!

S primerjavo enakoleznih sumandov v vsotah opazimo, da je a,4+1 > an,
torej je zaporedje narascajoce. Dokazimo, da je zaporedje navzgor ome-
jeno. Ker za vsak n velja

1
an<1+1—|— Rt
3' n!

sledi, da za vsak n velja

11 1 1— 2
an <114+ g5+ .+ =1+ I <3
L
an <1+ 1_21"<3‘
2

Torej je a, < 3 za vsak n € IN. Zaporedje {an}ff:l je torej narascajoce in

navzgor omejeno, torej je konvergentno.
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Opomba:

1 m
lim (1 + —) = lim
m——oo m n—o00

2.10 Zaporedja kompleksnih Stevil
Zaporedje kompleksnih Stevil {z,},., je preslikava z N v C.

N—-C

ne— zn

Definicija 33 e-okolica stevila z € C je odprt krog s sredis¢em v z in polmerom
€.

K(z,e)={weC:|lw—z|<e}

Definicija 34 Zaporedje {z,}.—, C C kompleksnih $tevil konvergira k Stevilu

n=1

z € C, ¢e za vsak (Se tako majhen) € > 0 obstaja takSen ng € N, da za vsak
n > ng velja, da je
|z, — 2] < e.

Zgled: Dano je zaporedje

1 n-1
Zn = —+1
n n

Zapisimo nekaj clenov: z; = 1, 20 = 1/2+0/2, 23 = 1/3+2i/3, z4 = 1/4 +
3i/4,...

lim z, =1
n—oo
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Izrek 21 Zaporedje z, = ay, + iby,, apn, b, € R konvergira k z =a+bi, a,b € R

natanko tedaj, ko je

lim a, =a in lim b, =b.
n—roo n—roo

Dokaz: (=) Naj bo € > 0 in lim,,_so 2, = 2. Obstaja ng € IN, da za n > ng

velja |z, — z| < e. Tedaj za vse n > ng velja

Vian —a)2+ (b, —b)2 <e

oziroma
Vi(a, —a)? <e in (bn, — D)2 < g,

Torej |a, — a| < e, |b, —b|] < e. Torej je res

lim a, =a in lim b, =b.
n—roo n—roo

(<) Naj bo lim,, 00 @, = @ in lim,,—00 by, = b. Naj bo € > 0. Tedaj obstaja

ng € N, da za n > ng velja |a, — a| < £/v/2 in |b, — b| < £/v/2. Tedaj je

|20 — 2| = \/(an —a)?+ (b, — b)?
< (E/V2)? + (/V2)?

=E£.

Od tod sledijo naslednja pravila:
lim (z, +w,) = lim z,+ lim w,
n—oo n—oo n—oo

lim (z, —w,)= lim z, — lim w,
n—oo n—oo n—oo

lim (z, w,)= lim 2z, - lim w,
n—oo n—oo n—oo

;
lim (Z_) _ ooz 0, tim w, £0
n—oo

Izrek 22 Zaporedje z, je konvergento natanko tedaj, ko zadoséa Cauchyjevemu
pogoju, tj. za vsak € > 0 obstaja taksen ng € N, da je |z, — zm| < € za poljubna

n,m > ng.
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2.11 Pojem (neskonc¢ne) vrste

Definicija 35 Formalno vsoto oblike a1 +ax+as+ ..., kjer so a; € R, imenu-

jemo vrsta (neskoncna vrsta).
Definicija 36 Naj bo a1 + as + az + ... vrsta. Zaporedje

Si=ai, So=a1+asz, ..., =ar+tax+...+ay,...
imenujemo zaporedje delnih vsot.

Definicija 37 Ce zaporedje S, delnih vsot vrste ay + as + ... konvergira, pra-
vimo, da vrsta a; + az + . .. konvergira. Limito S zaporedja S, v tem primeru

1menujemo vsota vrste in pisemo
S=a1+as+...
Ce S,, divergira, pravimo, da vrsta ay + as + az + ... divergira.

Enakost a1 + as + ... = S pomeni dvoje: 1. da vrsta konvergira, 2. da je

njena vsota enaka S. Obi¢ajno poenostavimo zapis vrste in pisemo

00
ay+ag+...= E Ay
n=1

Izrek 23 (Cauchyjev pogoj) Vrsta a; + as + ... konvergira natanko tedaj,
ko za vsak (Se tako maghen) € > 0 obstaja taksen ng € N, da za vse n > ng in
p € IN velja:

|@nt1 4+ ... F angp| < e

Posledica 12 Ce vrsta konvergira, je

lim a, = 0.

n=00
Obratno v splosnem ne velja.
Definicija 38 Naj bo a1 + as + ... konvergentna vrsta. Tedaj seveda za vsak
n € N konvergira tudi vrsta any1 + any2 + anys + ..., ki jo imenujemo n-ti
ostanek vrste a1 +as +as+ ... . Ce je

n+1 + Apt2 +Apy3 + ... = R,
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m
a1 +as+az+...+a, =Sy,

potem je

Sn+ R, =S.

Vrstam se bomo pozneje podrobno posvetili.



Poglavje 3

Funkcije realne

spremenljivke

3.1 Definicija funkcije, graf funkcije

Funkcije so posebni primeri preslikav. To so preslikave s podmnozic realnih

stevil v realna stevila.
Definicija 39 Naj bo D C R. Realna funkcija na D je preslikava
f:D—R,
[z f(a),
ki vsakemu elementu x iz D priredi natanko doloéeno realno stevilo f(x). D
je domena ali definicijsko obmodje funkcije f, x pa imenujemo neodvisna

spremenljivka. MnoZico vseh Stevil oblike f(x), ko x pretece D, imenujemo

zaloga vrednosti funkcije f in jo oznacimo z Ry.

Funkcija je dolo¢ena, ¢e sta znani njeno definicijsko obmocje in funkecijski

predpis. Dve funkciji f, g sta torej enaki, ce velja:
Dy =D,
in
f(z) =g(x) zavsak x € Dy=D,.

65



66 POGLAVJE 3. FUNKCIJE REALNE SPREMENLJIVKE

Zgled: Naj bo

f:[0,00) = R
funkcija, dana s predpisom
flz) ==
in funkcija
g:R—R,
dana s predpisom
g9(x) = |x]

Funkciji f in g nista enaki, saj
Dy =1[0,00) # Dy =R, torej [ #g.
Ker pa je Dy C D, in f(z) = g(z) za © € Dy pravimo, da je g razdiritev

funkcije f na D, oz. f zoZitev funkcije g na Dy. O

Dogovor je, da pri funkcijah, kjer je predpis (oz. formula) f(x) podan ekspli-
citno, definicijsko obmocje pa eksplicitno ni podano, privzamemo, da je defini-
cijsko obmoc¢je najve¢ja mnozica vseh tistih x € R, za katere ima izraz f(x)

smisel. Stevilo f(z) imenujemo tudi vrednost funkcije f v tocki x.

Zgled: Doloci definicijska obmocja za funkcije, podane z naslednjimi formulami.
1. f(z) = a, D =10,00)
2. f(x) =log(x — 1) +log(z+1), D=(1,00)

3. f(x) =log(z?—1), D= (—o00,—1)U(1,00)

Definicija 40 Naj bosta A in B mnoZici. Karteziéni produkt A x B je mnoZica

vseh urejnih parov (a,b), a € A, b € B.
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Opomba: Kartezi¢ni produkt dveh mnozic realnih $tevil lahko predstavimo

kot mmnozico to¢k v ravnini. Cela ravnina je enaka R x R.

Zgled: Naj bosta A = [0,1] in B = [2,4] mnozici. Oglejmo si A x Bin B x A,
slika 311
AxB,Bx ACRXxR

f(=) f(z)

Slika 3.1: V splosnem A x B # B x A

Ax B=[0,1] x [2,4]

:{(x7y) ‘T e [07 1]7y € [274]}

Bx A=[2,4] x [0, 1]
:{(Ivy) HEUS [274]7y € [07 1]}

O

Definicija 41 Graf funkcije f : D — R je mnozica vseh tock v ravnini oblike:

(CE, f(:zc))7 x €D,

torej

Iy={(z,f(z)) eRxR:z €D}

Opomba: Ceje f: D — R in I'r € R x R, tedaj vsaka navpi¢na premica
x = c seka graf I'y kvec¢jemu enkrat. Torej mnozica A C R x R, za katero
obstaja navpicna premica x = cg, ki seka A v ve¢ kot eni tocki, ni graf nobene

realne funkcije.
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Velja tudi: ¢e ima neprazna mnozica G C R x R = R? lastnost, da jo vsaka
navpicna premica seka kvec¢jemu enkrat, potem je G graf neke funkcije. Funkcija

je s svojim grafom natanko podana.

Tako kot je s funkcijo njen graf I'; natanko dolocen, tudi graf I'y enoli¢no
doloc¢a funkcijo, tako njeno definicijsko obmodje, kot tudi predpis. Naj bo A
tak$na mnozica v ravnini, ki jo navpi¢na premica seka kvecjemu v eni tocki.
Naj bo D mnozica vseh taksnih z, za katere navpiéna premica skozi tocko (z,0)
seka mnozico A. Mnozica D je definicijsko obmocje nase funkcije f, katere graf
I'y sovpada z A. Funkcijski predpis pa dobimo takole: naj bo € D. Tedaj
navpicna premica skozi tocko (z,0) seka A natanko v eni tocki (z,y). Ta y bo

enak f(z).

3.2 Osnovne operacije s funkcijami

Funkcije so posebni primeri preslikav. Zanje so torej definirani vsi pojmi, ki so

definirani za preslikave v poglavju 211

3.2.1 Kompozitum funkcij, inverzna funkcija

Naj bosta f : Dy — R in g : D, — R funkciji, za kateri velja Ry C D,.

Kompozitum funkcij f in g je funkcija:
gof:Df—=R
definirana s predpisom
(go @) =g(f(2)).

Zgled: Oglejmo si kompozicijo funkcij f in g, ki sta podani z naslednjima

formulama:

f(;v):x2+1, Dy =R,

g(z) =loga®, Dy =R\{0}.
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Opazimo, da je Ry = [1,00), Ry = R. Mozni kompoziciji sta:

(9o f)(z) =log(a” +1)*, Dyoy =R

(fog)(x) = (loga?)® +1, Djog =R\ {0}.

Opomba: Naj bo f : Dy — R injektivna funkcija. Tedaj je f bijektivna
preslikava z Dy na Ry. Inverzu te preslikave pravimo inverzna funkcija
funkcije f in ga oznac¢imoz f~1. Torejje Dy-1 = Ry, Ry-1 =Dy in f~1(y) =z

pomeni isto kot f(x) = y. Torej je

N (f(@) =2 zavsex €Dy
in

f(f7'w) =y zavseye Ry.

Zgled: Naj bo

2 +3
f@) = 3r—1
Dolocimo f~'. Definicijsko obmocje Dy = R\ {1/3}. Ce je 2 € Dy in
2z +3
T
je
o=y +3
3y —2

enoli¢no dolocen, torej je f injektivna. Vidimo tudi, da je Ry = R\ {2/3}.
Torej je Dy = R\ {2/3} in

Ceje f: Dy — R injektivna funkcija, je njen graf

Iy (@f(x)) : x €Dy}

{
{(f7'(w),y) : ye Dy}
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Slednje pa je prezrcaljena slika (glede na zrcaljenje preko simetrale prvega in

tretjega kvadranta) mnozice

{(v. /7' (W) : y €Dy},

ki je enaka grafu I'y-1. Torej je ;-1 zrcalna slika I'y glede na simetralo prvega
in tretjega kvadranta.

Zgled: Na D; = [0,00) je dana funkcija f s predpisom f(z) = 2. Tedaj je
Ry = [0,00) in funkcijski predpis za inverzno funkcijo f~!(z) = /z, Dj-1 =
[0, 00).

Slika 3.2: Grafa funkcij f in f~!

3.2.2 Nadaljnje operacije s funkcijami

Nadaljnje pojme za funkcije lahko definiramo, ker funkcije slikajo v realna

Stevila.
Definicija 42

1. Funkcija f je navzgor omejena, ce obstaja taksno Stevilo M € R, da je

f(z) < M za vsak x € Dy.

2. Naj bo f navzgor omejena. Supremum funkcije f definiramo kot supre-

mum njene zaloge vrednosti.
sup f =sup Ry =sup{f(z):z € Dy}

3. Podobno definiramo tudi navzdol omejeno funkcijo in infimum funkcije.



3.2. OSNOVNE OPERACIJE S FUNKCIJAMI 71
4. Ce je funkcija navzgor in navzdol omejena, pravimo, da je omejena.

Zgled: Oglejmo si funkcijo f, ki je dana s predpisom:

1

fe) =1

Funkcija f je navzgor omejena, sup f = 1 in navzdol omejena, inf f = 0. Torej
je omejena. Omenimo Se, da vrednost 1, tj. svoj supremum, zavzame, svojega

infima, torej vrednosti 0, pa ne zavzame. %
Definicija 43 Stevilo = € Dy imenujemo nicla funkcije f, ce velja:
f(z) =0.
Zgled: Poiscimo nicle funkcije f, ki je dana s predpisom f(z) = 22 — 5z + 6.
0=2%—5z+6,

torej
0=(x—2)(z—23)
Ni¢li sta z =2 in ¢ = 3. O

Definicija 44 Naj bosta f,g : D — R funkciji. Funkcije f +g : D — R,
f—9g:D—=R, f-g:D—= R definiramo takole

(f+9)(x) = f(z) +g(x), zeD
(f—9)(z)=f(z) —g(z), €D
(f-9)(x) = f(x)g(z), €D

funkeijo f/g:D\{t:g(t) =0} = R pa takole

o @) o
(Lw-12 cepvpian-0

Definicija 45 Naj bosta f,g: D — R, funkciji. Definirajmo funkciji

max{f,g}: D — R

m

min{f,g}: D — R,
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takole

max{f, g}(z) = max{f(z), g(z)},
min{f, g}(x) = min{f(z), g(x)}.
Zgled: Funkciji f in g sta dani s predpisoma: f(z) =z, g(z) = 2. Tedaj je
22, <0,
max{f,g}(x) =¢ z, 0<z<I,
2% x> 1,
z, x <0,

min{f,g}(z) =4 22, 0 <2 <1,

z, x>1.

3.3 Zveznost funkcije

Naj bo f funkcija, definirana na D. Pravimo, da je f zvezna v tocki a € D, ¢e
je f(x) poljubno blizu f(a), ce je le & dovolj blizu a. Bolj natanéno to povemo

takole:

Definicija 46 (zveznost 1) Funkcija f : D — R je zvezna v tocki a € D, ce

za vsak ($e tako majhen) € > 0 obstaja taksen § > 0, da je
|f(z) = fla)] <e,
¢im je x € D taksen, da je |v —a| < 4.

Opomba: Konstruirajmo to na sliki v primeru, ko D vsebuje Se nek odprt

interval s sredis¢em v a.

f(a) *77'/

a—0 a a+d T

Slika 3.3: Zveznost f v tocki a
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V tem primeru mora za vsak ¢ > 0 obstajati 6 > 0, da za vsak x iz intervala

(a—6,a+0) slika f(z) lezi v intervalu (f(a) — ¢, f(a) +¢€).

Definicija 47 Naj bo D C R neka mnozica. Ce je a € D in 6§ > 0, tedaj
mmnozico

{reD: |v—a|l<d}

imenujemo d-okolica tocke a (v mnozici D).

Opomba: Naj bo D = [c,d] zaprt interval v R. Ce je ¢ < a < d, potem so
za dovolj majhne § > 0, §-okolice tocke a intervali (a — 6, a + ). Ce pa je npr.

a=cin d < d— ¢, paje §-okolica tocke a polodprti interval [a, a + 0).

Definicijo zveznosti lahko zapisemo tudi takole:

Definicija 48 (zveznost 2) Funkcija f : D — R je zvezna v tocki a € D, de
za vsak € > 0 obstaja takSen & > 0, da f preslika 0-okolico tocke a € D, v
e-okolico tocke f(a).

Definicija 49 (zveznost 3) Funkcija [ : D — R je zvezna v tocki a € D,

ée za vsako okolico V tocke f(a) obstaja taksna okolica U tocke a € D, da je

fU) CV, slika[33)

v{ e /%ﬂa)

/ I

Slika 3.4: Zveznost f v tocki a, definirana z okolicami

Zgled: Naj bo
2, cejex <4
fz) =
3, cejex >4
Funkcija f ni zvezna v tocki 4. Pokazemo, da obstaja ¢ > 0, za katerega ni

taksnega 6 > 0, da iz |x — 4] < § sledi |f(z) — f(4)] < &, tj. |f(z) — 2| < e.
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Vzemimo npr. € = % Tedaj primernega § > 0 ni, saj so poljubno blizu 4 tocke
x, za katere je |f(z) — 2| =1, torej |f(x) — 2| > e. Res, ¢e x vzamemo vecji od
4, je vedno f(z) = 3, torej |3 —2| =1 > e. Seveda so taksni a-i lahko poljubno
blizu 4. O

V naslednjem izreku bomo povedali, kako je pojem zveznosti povezan s po-

jmom konvergence zaporedij.

Izrek 24 (karakterizacija zveznosti z zaporedji) Najbo f : D — R funkcija.
Tedaj je f zvezna v tocki a € D natanko takrat, ko za vsako zaporedje {x,},—, €

D, ki konvergira k tocki a, zaporedje {f(x,)}52, konvergira k f(a).

Dokaz: (=) Naj bo f zvezna v a € D. Naj bo {z,} —, € D zaporedje, ki
konvergira k a. Torej lim,,_, o ©,, = a. Radi bi pokazali, da je lim,, o f(z,) =
f(a). Naj bo e > 0 poljuben. Ker je f zvezna v a, obstaja taksen 6 > 0, da
iz |t —a|l <,z €D,sledi |f(x) — f(a)|] < e. Ker je lim,_o0 x,, = a, obstaja
ng € N, da za n > ng velja |z, —a| < 9, torej je |f(zn) — f(a)| < e. Torej za
vsak € > 0 obstaja ng, da za n > ng velja |f(z,) — f(a)| < e, kar pomeni, da
{f(xn)}22, konvergira k f(a).

(<) Denimo, da za vsako zaporedje {x,},., iz D, ki konvergira k a velja,
da je lim, o f(zn) = f(a). Radi bi pokazali, da je f zvezna v a. Denimo,
da f ni zvezna v a. Torej obstaja € > 0, da so poljubno blizu a tocke = € D,
za katere je |f(z) — f(a)| > ¢, kar pomeni, da obstaja zaporedje {z,} -, € D,
ki konvergira k a, da je |f(z,) — f(a)| > € za vse n € N. To je protislovje s

predpostavko, ki pokaze, da je f zvezna v a. O

Opomba: Zveznost funkcije f v tocki a je lokalna lastnost; to, ali je f zvezna

v a ali ni, je odvisno le od obnasanja funkcije blizu tocke a.

Izrek 25 Naj bosta f,g : D — R funkciji. Naj bosta f in g zvezni v a € D.
Tedaj so tudi funkcije f + g, f — g, g zvezne v tocki a. V primeru, ko je

g(a) # 0, je funkcija f/g definirana v neki okolici tocke a in zvezna v tocki a.
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Dokaz: Naj bo {z,},>, € D zaporedje, ki konvergira k a. Dokazimo najpre]
zveznost f+g. Ker sta f, g zvezni v a, po izreku P4 velja lim,, o f(z,) = f(a),

lim,, o g(x,) = g(a), torej je

lim (f +g)(n) = lim (f(wn) + g(wn))

n— 00
)

= lim f(zn)+ lim g(z,)

n— 00

= f(a) +9(a)
= (f+9)(a)

(*) f, g zvezni v tocki a.

Torej je po izrekul24] f+ g zvezna v a. Zveznost funkcij f—g in f-g pokazemo
na podoben nacin.

Naj bo g(a) # 0. Tedaj je zaradi zveznosti funkcija g razlicna od 0 v neki

okolici to¢ke a. Res, postavimo & = |9(2a)|. Zaradi zveznosti g v a obstaja § > 0,

da je |g(z) — g(a)| < € za vsak x, za katerega je |x — a| < d. Tedaj je

l9(x)| > [g(a)| = |g(z) — g(a)]

> Jgfa)] - 252
ol
-2

kar pomeni, da je g(z) # 0 za vse x, za katere je |z —a| < 0.

Dokazimo sedaj zveznost funkcije f/g v totki a. Naj {x,},-, C D konver-
gira k a. Brez izgube splosnosti predpostavimo, da so vsi z,,, (n € IN), vsebovani
v (a—96,a+96). Po izreku2d] zaradi zveznosti g zaporedje {g(z,)}2°; konvergira
h g(a). Naprej, g(z,) # 0, (n € IN), torej lahko tvorimo kvociente f(x,)/g(xy).

Tedaj je

n—r 00
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Sledi, da je f/g res zvezna v tocki a. O

Opomba: Dokazovanje zgoraj, z uporabo zaporedij, je lahko in elegantno.
Morda pa se pri tem nekoliko zabrise bistvo zveznosti. Dokaze je mogoce
napraviti tudi direktno, z uporabo e-0 definicije zveznosti. Ilustrirajmo to in

dokazimo, da je f + g zvezna v a, Ce sta f in g zvezni v a.

Dokaz (izreka [28]): Naj bosta f in g zvezni v tocki a. Naj bo € > 0. Ker je f
zvezna v a, obstaja 61 > 0, da je |f(z) — f(a)] < /2 za vse x € D, za katere je
|z — a| < 01. Ker je g zvezna v a, obstaja dy > 0, da je |g(z) — g(a)] < €/2 za
vse x € D, za katere je |z — a| < d;. Ce je torej § = min{dy,d2}, za vse z € D,

| —a| < 0, velja

|(f +9)(@) = (f + 9)(a)| = [ f(2) + g(2) = f(a) — g(a)|
< |f(2) = f(a)l +1g(z) — g(a)l

Za vsak € > 0 torej obstaja § > 0, da je |(f +9)(x) = (f —|—g)(a)| < g, ¢im je

z €D, |z —a| <d. Funkcija f + g je torej zvezna v tocki a. O

Izrek 26 Naj bosta f in g funkciji. Naj bo Ry C Dy, tako da je definirana
go f. Naj bo f zvezna va € Dy in g zvezna v f(a) € Dy. Tedaj je go f zvezna
vac Df = Dgof.

Dokaz: Naj bo {z,} -, € Dy zaporedje, ki konvergira k a. Ker je f zvezna
v a, po izreku 24 zaporedje {f(x,)}22, konvergira k f(a). Ker je g zvezna v
f(a), po istem izreku zaporedje {g(f(xn)) o, konvergira k g(f(a)). Ker je

bilo zaporedje {x,} -, poljubno, po izreku 24 sledi, da je g o f zvezna v a. O

Navedimo nekaj primerov zveznih funkcij.

1. Konstanta je zvezna funkcija v vsaki tocki.
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2. Neposredno iz definicije zveznosti sledi, da je identiteta, tj. funkcija

f(z) = z, zvezna v vsaki tocki.
3. Polinomi so zvezne funkcije v vsaki tocki.

4. Racionalne funkeije (kvocienti polinomov) so (po okrajsanju skupnih fak-
torjev) zvezne v vsaki tocki, razen v tistih, kjer je imenovalec enak 0.

Taksne tocke imenujemo poli.

Definicija 50 (zveznost na mnozici) Naj bo f definirana na D. Funkcija f

je zvezna na mnoZici D, c¢e je zvezna v vsaki tocki x € D.

Opomba: Ce je Z interval, s C(Z) oznacimo prostor vseh funkeij f, ki so
zvezne na Z. C(Z) je linearen prostor - vsota funkcij iz C(Z) je spet v C(Z),
produkt funkcije iz C(Z) in konstante je spet v C(Z). Se veé, C(Z) je algebra,
saj je produkt funkcij iz C(Z) spet v C(Z).

3.4 Enakomerna zveznost

Naj bo f funkcija na D. Naj bo f zvezna na D, tj. zvezna v vsaki tocki a
iz D. Torej za vsak € > 0 lahko najdemo ¢, > 0, da bo |f(z) — f(a)] < &,
¢im je | —a| < d,, x € D. Vprasanje je, ali lahko po izbiri & > 0 najdemo
dq > 0, ki ne bo odvisen od a, tj. ali lahko za vsak ¢ > 0 najdemo ¢ > 0, da
bo |f(xz) — f(a)] < &, ¢&m bo |z —a| < §, x € D, za vse a iz D. Odgovor je v

splosnem ne. Zato definiramo:

Definicija 51 (enakomerna zveznost) Naj bo f : D — R funkcija. [ je
enakomerno zvezna na D, ¢e za vsak € > 0 obstaja taksen 6 > 0, da velja

[f(z1) = f(x2)| < e, za vsaka x1,x2 € D, za katera je |x1 — 2| < 4.

Enakomerna zveznost torej nekako pomeni, da je v vseh tockah definicijskega

obmocja D funkcija zvezna ,na enak nacin”.

Zgled: Naj bo f(x) =1/x na D = (0,1). Ali je f na D enakomerno zvezna?
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Funkcija f je seveda zvezna na D. Pokazali bomo, da ni enakomerno zvezna
na D, da torej obstaja nek € > 0, za katerega ni nobenega 0, da iz |x1 — 2| < §
sledi |f(z1) — f(x2)] <e.

Naj bo 0 < t < 1/2 in naj bo 1 = t, xzo = 2t. Tedaj je |1 — x2| = ¢
in |f(z1) — flxz)| = |1/t —1/(2t)] = 1/(2t) > 1. Ce t izberemo dovolj
majhen, dobimo torej na (0,1) tocki z1, x2, ki sta poljubno blizu, velja pa
|f(z1)—f(z2)| > 1. Zae = 1 torej ni nobenega d, da bi veljalo | f(z1)—f(x2)| < &
za vse x1,x2 € (0, 1), za katera je |z1 — 23] < d. Funkcija f torej ni enakomerno

zvezna na (0, 1). O

Vsaka funkcija, ki je enakomerno zvezna na D, je seveda zvezna na D. Pri
tem pa ne pozabimo, da obstajajo zvezne funkcije, ki niso enakomerno zvezne.

Taksen primer je npr. zgornji zgled.

Izrek 27 (o pokritjih) Naj bo T C R, Z = [a,b] in naj bo za vsak v € T
dan nek 6(x) > 0. Za vsak x € T naj bo O, §(x)-okolica tocke x € I, torej
Op = (= 6(2),x + 6(x)). Tedaj v druzini okolic {O, : x € T} obstaja konéno

Stevilo taksnih, ki pokrivajo I, tj. obstajajo n € N in x1,...,x, € Z, da je
TC O, U0, U...UQO,, .

Dokaz: Okolica O, = (a—d(a), a+0d(a)) pokrije vsak interval [a, c], pri katerem
je ¢ < a+ d(a). Naj bo & mnozica vseh tistih ¢ € [a,b], za katere velja, da je
mogoce interval [a, ¢] pokriti s konéno mnogo okolicami nase druzine {O, : = €
Z}. Mnozica S ni prazna, saj vsebuje tocke med a in a+ d(a). Ker je S C [a, b],
je S navzgor omejena. Potem ima natanéno zgornjo mejo M = supS. Jasno
je a < M < b. Pokazemo najprej, da je M € S. Ker je M — 6(M) < M in
M =supS, obstaja c € S, da je ¢ > M — §(M). Interval [a, c] je torej mogoce
pokriti s konéno mnogo okolicami nage druzine, saj je ¢ € S. Ce k tem okolicam
dodamo 8e Oy, pokrijemo ves interval [a, M]. Torej smo [a, M] pokrili s konéno
mnogo okolicami nase druzine. Torej je M € S.

Pokazati moramo Se, da je M = b. Recimo, da je M < b. Okolice O,,,

Oszyse o304, Oy, ki pokrijejo [a, M], pokrijejo [a,c] za vsak ¢, M < ¢ <
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M + 6(M), torej [a, c] za nek ¢, M < ¢ < b. Torej bi bil ¢ > M tudi v S, kar pa
je v nasprotju s tem, da je M = supS. Torej je M = b in [a, M] = [a, b] lahko

pokrijemo s konéno okolicami nage druzine. 0

Opomba: Stevilo 6(x) je v splosnem odvisno od x. Izrek torej pove, da je
mogoce iz mnozice odprtih intervalov (m —(x),z+0 (CE)) izbrati konéno mnogo

takih, ki skupaj pokrijejo Z.

Za ilustracijo naj bo J = (0, 1] in za vsak € J naj bo d(x) = x/2. Tedaj ni

mogoce najti konéne mnozice x1,x2,...,x, € J, da bi bilo
(xl —(x1), 1 + 5(CE1)) U...uU (xn —6(xn), xn + 5(xn)) D J.

Posledica 13 Naj bo K C R zaprt interval. Iz vsakega pokritja K z odprtimi
intervali je mogoce izbrati konéno podpokritje, tj. ce je {Z, : v € I'} druZina
odprtih intervalov in je K C UyerZ,, tedaj obstajajon € IN iny1,72,...,v €T,
da je

KcZ,U...UZ,,.

Dokaz: Naj bo K C UyerZ,, kjer je {Z, : v € T'} druzina odprtih intervalov.
Za vsak ¥ € K obstaja y(z) € I', da je z € I, in zato é(x) > 0, da je
(x —6(x),x + 6(x)) C Iy,,. Po pomozmem izreku (o pokritjih) obstaja n in

T1,%2,...,Ty € K, da je
K C(z1—0(z1), 21+ 6(x1)) U...U (20 — 6(xn),zn + 6(x))
torej, ker je (x; — 8(x;), z; + 0(z;)) C Z,,,, 7a vsak i, dobimo
Kcl U...UZ

RICTD R V(xn)®

O

Izrek 28 Naj bo funkcija f : [a,b] — R zvezna na zaprtem intervalu [a,b].

Tedaj je f enakomerno zvezna na [a,bl.
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Dokaz: Naj bo f zvezna na D = [a,b], tj. zvezna v vsaki tocki D. Naj
bo e > 0. Ker je f zvezna, za vsak z € D obstaja taksen §(z) > 0, da je
(&) — f(z)| <e/2, ¢im je |& — x| < 20(x), & € D. Za poljuben x € D, naj bo
O, = (z—6(z),z+0(x)). Po prejsnjem izreku obstajajo 1, 2,...,z, € D, da
je D C Oy U...UO,, . Najbo § =min{d(x1),...,0(x,)}. Naj bosta =,z € D
taksna, da je | — x| < 4. Potem je x vsebovan v vsaj eni od okolic, npr. v O,,.

Torej je x € (x; — 8(xi), i + 6(x4)), ti. | — x| < 8(z;). Ker je |2 — x| <6, je
|2 — ;| <|Z — x| + |z — x4
<0+ 6(x;)

Potem je |f(Z) — f(x;)| < £/2 in naprej

[f (@) = f@)] < |f(2) = f@i)| + | f(2:) = f(2)]

<24
2 2 7

Za vsak ¢ torej obstaja 0 > 0, da |f(x) — f(Z)| < e, ¢im je z,& € D, |[x — &| < 4.

Torej je f res enakomerno zvezna na D. O

3.5 Osnovne lastnosti zveznih funkcij

Izrek 29 Naj bo funkcija f zvezna na zaprtem intervalu [a,b] in naj ima v

fla)f(b) <0,

Tedaj ima [ vsaj eno niclo na (a,b), tj. obstaja vsaj ena tocka & € (a,b), da je

f(&) =0.

Dokaz: Uporabili bomo t.i. metodo bisekcije. Naj bo ¢ = (a + b)/2. Ce je

f(c) = 0, potem smo niclo ze nasli. Ce pa je f(c) # 0, oznacimo z [ay, by tistega

vrednosti. Izra¢unamo ¢; = (a1 + b1)/2 in postopek nadaljujemo. Lahko se
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zgodi, da po kon¢éno korakih pridemo do tocke ¢,, da je f(c¢,) = 0 in smo
niclo nasli. Druga moznost je, da se to nikoli ne zgodi. Tako dobimo zaporedje
vlozenih intervalov:

[a,b] 2 [al,bl] 2 [(12,1)2] 2 ey

za katere velja: ) b, —a, = (b—a)/2™ in i) f(a,)- f(b,) < 0. Dolzine intervalov

[an,by] gredo torej proti 0, ko gre n proti oo.

V poglavju smo izrek o zaporedju vlozenih intervalov, katerih dolzine
gredo proti 0, ze srecali. Od tam pa vemo, da obstaja natanko ena tocka, ki
je vsebovana v vseh intervalih. Torej lim, o a, = lim, o b, = £ Zaradi
zveznosti f je potem lim, oo f(an) = lim, o0 f(bn) = f(€). Ker pa velja
flan)f(bn) < 0, sledi limy, oo f(an)lim, so0 f(by) < 0 0z. f(£)? < 0. Torej
1€ =0. O

Izrek 30 Naj bo f zvezna na zaprtem intervalu D = [a,b]. Tedaj je f na D
omejena. Naj bosta M = sup f in m = inf f. Tedaj obstajata xpr, x,, € D, da

je flxar) = M in f(xy,) = m, tj. funkcija ima na D minimum in maksimum.

Dokaz: Najbo f zveznana D = [a,b]. Denimo, da f ni navzgor omejena. Tedaj
za vsak n € IN obstaja taksen x,, € [a,b], da je f(z,) > n. Zaporedje {z,} -,
je zaporedje Stevil, ki so vsa v D, torej je omejeno. Potem ima {z,}, -, vsaj
eno stekalis¢e, npr. zg, ki je ocitno spet v D. Iz definicije stekalis¢a in oblike
zaporedja je razvidno, da zavzame f(z,) v vsaki okolici 2y poljubno velike
vrednosti. Funkcija v tej tocki torej ne more biti zvezna. To pa je v protislovju
z zacetno predpostavko, da je f na D zvezna, torej je f na D navzgor omejena.

Podobno pokazemo, da je f navzdol omejena.
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Naj bo M = sup f. Supremum obstaja, ker je f omejena. Pokazemo, da
obstaja xp; € D, da je f(xp) = M. Jasno je f(z) < M za vse x € D. Pred-
postavimo, da je f(x) < M za vse x € D, tj. M — f(x) > 0 za vse z € D.
Funkcija © — M — f(x) je zvezna in strogo pozitivna na D. Iz izrekov 24] in
sledi, da je tudi funkcija 2 — 1/(M — f(x)) zvezna na D. Torej je navzgor
omejena, tj. obstaja A < oo, da je 1/(M — f(x)) < A zavse x € D. Sledi
M — f(x) > 1/A, tj. f(x) < M —1/A za vse x € D, kar pa je v protislovju s
tem, da je M supremum funkcije. Torej obstaja zps € D, da je f(xp) = M.

Podobno pokazemo, da obstaja x.,,, da je f(x,,) = m. O

Opomba: Ce je f zvezna na odprtem intervalu, ni nujno omejena. Primer
je f(z) = 1/x na (0,1). Ce je g zvezna in omejena na odprtem intervalu, ne
zavzame nujno svoje natancne zgornje meje sup g in svoje natancéne spodnje
meje infg. Primer je g(z) = z na (1,2). Ce je h omejena, M = suph in
m =inf h in h(zp) = M in h(z,,) = m, @, in zp ni nujno en sam. Primer je

h(x) = sin(x) na R.

Posledica 14 Naj bo f : [a,b] = R zvezna. Naj bo m = inf f in M = sup f.
Tedaj [ zavzame vse vrednosti med m in M, tj. za vsak c iz [m, M| obstaja x.

iz [a,b], tako da je f(x.) = c.

Dokaz: Ce je f konstantna, tj. 2,, = xas 0z. m = M, ni kaj dokazovati. Naj
bo torej f nekonstantna funkcija, x,, # xa. Po prejSnjem izreku obstajata

tocki T, xar, da f(zy) =min f(axpy) =M, m # M.

Oglejmo si g(z) = f(x) — ¢, kjer je m < ¢ < M na [z, xp]. Funkcija
g je na [z, xp] zvezna. Za ¢ = m oz. ¢ = M nam prejsnji izrek pove, da
9(@m) = f(xm) —c =m—cin g(zyn) = flaym) — ¢ = M — c. Pri tem je
9(@m) < 01in g(xp) > 0. Potem ima g po ze dokazanem izreku na [z, 2]

vsaj eno niclo zg. Torej je g(xg) = 0 oziroma f(zg) = c. O
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3.6 Monotone zvezne funkcije

Definicija 52 Naj bo Z C R interval. Funkcija f : T — R je naraséajoca
(0z. strogo naraséajoca), ée iz x1,x2 € L in x1 < x2 sledi f(x1) < f(x2) (oz

f(z1) < f(z2)). Podobno definiramo padajoce in strogo padajoce funkcije.
Definicija 53 Funkcija je monotona, ce je naraséajoc¢a ali padajoca.

Opomba: Edine funkcije, ki so hkrati naras¢ajoce in padajoce, so konstantne

funkcije.

Izrek 31 Naj bo f strogo monotona zvezna funkcija na [a,b]. Tedaj je f=!

zvezna na intervalu [f(a), f(b)].

Dokaz: Naj bo f strogo narasc¢ajoca in zvezna. Tedaj je f injektivna in zaradi
zveznosti zavzame vse vrednosti od najmanjse f(a) do najvecje f(b) z njima
vred. Torej f preslika [a,b] bijektivno na [f(a), f(b)]. f~! torej obstaja in
preslika [f(a), f(b)] na [a, b].

Naj bo yo € (f(a%f(b)). Oznacimo f~1(yo) = o, tj. yo = f(xo). Naj
bo € > 0. Brez izgube splosnosti lahko re¢emo, da je (xg — &,20 +¢) C (a,b).
Oglejmo si f(xg —e) in f(xg + ). Zaradi stroge monotonosti velja f(zg —¢) <
Yo < f(zo+e). Ceje flwo—e) <y < f(zo+e),jexo—e < f1(y) < xzo+e. Naj
bo § manjse od stevil yo — f(xo —&) in f(zo+¢) —yo. Cejeyo—0 <y < yo+9,
je gotovo f(zo —¢) <y < f(zo +¢€). Sledi 29 — e < f~1(y) < zo + &. Torej za
vsak yg € (f(a), f(b)) velja, da za vsak € > 0, obstaja 6 > 0, da za |y — yo| < ¢
velja |f~*(y) — f = (yo)| < e. Torej je f~! zvezna na (f(a),f(b)). Zveznost v
krajiscih f(a) in f(b) dokazemo na podoben nacin. O

", n € N, strogo naraSca na

Opomba: Funkcija f, s predpisom f(z) = z
[0,00). Cejen lih, f strogo naraséa na (—oo, c0). Torej je funkcija g s predpisom
g(x) = {/x zvezna na [0,00). Ce je n lih, pa je g zvezna na (—o0, 00).

Cejer= =je f(z) = a™/™ = {Y/z™, f kompozicija zveznih funkcij. Torej

velja



84 POGLAVJE 3. FUNKCIJE REALNE SPREMENLJIVKE

Posledica 15 Funkcija f s predpisom f(x) = a” je zvezna na (0,00) za vsak

racionalen r. Ce je r > 0, je zvezna tudi v 0.

3.7 Zveznost posebnih funkcij

Naj bo a > 0. a® Ze znamo definirati za vsak z € R. Ce je z = limr,, je

a® = lima™. Od tod sledi

a® "t = a%a¥,
tj. adicijski izrek za eksponentno funkcijo.
Izrek 32 Naj bo f: xz +— a® eksponentna funkcija, a >0, f: R — (0,00).
i) ¢e je a > 1, je [ strogo naraicajoca
it) ¢e jea <1, je f strogo padajoca
iii) ce je a =1, je f konstantna, torej f(z) =1 (x € R)

Za poljuben a > 0, a # 1, je f zvezna funkcija povsod na R in njena zaloga

vrednosti je (0, 00).

Dokaz: Najprej preverimo monotonost. i) @ > 1. Naj bo 1 < x3. a*2 =
a*ta® "1, Ker je xo — x1 > 0, je a®7 %1 > 1 in zato a*2 > a*'. i) a < 1.
Pokazemo podobno. #ii) Ocitno.

Preveriti moramo $e zveznost. Naj bo a > 1. Vemo ze, da za vsak € > 0
obstaja taksen § > 0, da je |[a" — 1| < e, ¢imje |h| <J, h€Q, tj. 1 —e <a <
1+ e, za vsak |h| < J, h € Q. Ker je f naradcajoca, ta neenakost velja za vse
realne |h| < §. To pomeni, da je f, f(z) = a”, zvezna vz = 0 (f(0) = 1). Naj
bo zy € R poljuben. Naj bo £ > 0. Tedaj obstaja § > 0, da za |h| < ¢ velja:

la" — 1| < g/a®. Naj bo z € R taksen, da je |z — xo| < &. Tedaj je
[f (@) = fxo)| = |a® — a™]

=a"°la” " — 1|

<e.
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Vemo: lim,,_,~ a™ = co. Ker je funkcija f, dana s predpisom f(z) = a*, zvezna,
zavzame vse vrednosti med a in oo, tj. vse vrednosti, vecje od a, na intervalu
[1,n], n € IN, vse vrednosti med a in a”, torej na [1,00) vse vrednosti med a in
oo. Podobno vidimo, da funkcija f zavzame na (—oo,1) vse vrednosti iz (0, a).
Torej f na R zavzame vse vrednosti med 0 in oo in R preslika bijektivno na

(0, 00). O

Opomba: Iz zveznosti eksponentne funkeije sledi tudi (a*)? = a®¥ za vse

x,y. Podobno je sklepanje v primeru, ko je a < 1.

Definicija 54 Naj bo 0 < a < 00, a # 1. Inverzno funkcijo funkcije f, f(x) =

x

a®, imenujemo logaritemska funkcija in pisemo:

f7H (=) = log, (x).

Funkcija log, torej preslika (0,00) bijektivno na R. Jasno y = log,  pomeni

isto kot a¥ = x.

Ker je inverz strogo monotone zvezne funkcije spet zvezna funkcija, sledi

Posledica 16 Funkcijalog, je zvezna funkcija na (0, 00). Ce je a > 1, je strogo

narascéajoca, ce je a < 1, je strogo padajoca.

log, (zy) =log, = +log,y, =,y € (0,00)

log, 2* = Mog, z, € (0,00)
. 1\"
Opomba: Cejea = e = lim, <1 + —) , govorimo o naravnem logaritmu
n
in piSemo:

log,r =Inx.

Opomba: Oglejmo si sedaj trigonometricne funkcije. Najprej si poglejmo

sliko
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Slika 3.6: Razmerja med sin, cos, tg na enotskem krogu

Oglejmo si ploscine likov na sliki
e ploscina trikotnika SAB je: p =1/2sina
e ploscina kroznega izseka SAB je: p=1/2 «
e ploscina trikotnika SAC je: p =1/2tg
Za kot 0 < « < /2 velja torej neenakost
sina < a <tga,
ki jo bomo uporabili pozneje.
Trditev 19 Funkcija sin je zvezna na R.
Dokaz: Naj bo xg € R. Naj bo . = ¢ + h, (x —xg = h).
sinx — sinxg = sin(xg + h) — sinzg
= 2cos ((2zo + h)/2) sin(h/2),
torej ¢e je |h| < m/2, je
|sinz — sinxg| < 2|sin(h/2)]
<2|h/2|
= [h].
Naj bo € > 0 in naj bo § = min{e, 7/2}. Cim je |z — x¢| < 6, je torej
|sinz — sin x| < e.

Funkcija sin je torej zvezna v xg. |

Iz osnovnih zvez med trigonometri¢nimi funkcijami sledi naslednja posledica.
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Posledica 17 Funkcije cos, tg, ctg so zvezne povsod, kjer so definirane.

Nazadnje si oglejmo se ciklometriéne funkcije. Ciklometricne funkcije so
inverzne funkcije trigonometricnih funkcij. Ker pa trigonometri¢ne funkcije niso

injektivne, jih moramo najprej zoziti na primerne intervale.

(a) Funkcija 2 — sinz, zozenana [—7/2, 7 /2] je injektivna in interval [—7 /2, /2]
bijektivno preslika na [—1,1]. Inverzno funkcijo te funkcije imenujemo
arcsin. Torej je funkcija arcsin definirana na [—1,1] in ta interval preslika
na [—7/2,m/2]. Torej je za vsak  med —1 in 1 arcsin z tisti kot med —m/2

in 7/2, katerega sinus je enak z, tj. y = arcsinx pomeni siny = .

Po znanem izreku sledi, da je arcsin zvezna funkcija na [—1, 1].

(b) Funkcija o — cosx, zozena na [0, 7] je injektivna in interval [0, 7] bijek-
tivno preslika na [—1, 1]. Inverzno funkcijo te funkcije imenujemo arccos.
Torej je funkcija arccos definirana na [—1,1] in ta interval preslika na
[0,7]. Torej je za vsak @ med —1 in 1 arccosz tisti kot med 0 in ,

katerega kosinus je enak x, tj. y = arccosx pomeni cosy = x.

Po znanem izreku sledi, da je arccos zvezna funkcija na [—1,1].

(¢) Funkcija z — tgz, zozenana (—7/2,7/2), je injektivna in interval (—7 /2, 7/2)
bijektivno preslika na (—oo, 00). Inverzno funkcijo te funkcije imenujemo
arctg. Torej je funkcija arctg definirana na (—oo,00) = R in R bijektivno
preslika na (—7/2,7/2). Torej je za vsak x € R arctg x tisti kot med —m/2

in 7/2, katerega tangens je enak x, tj. y = arctgx pomeni tgy = x.

Po znanem izreku sledi, da je arctg zvezna funkcija na R.

3.8 Limita funkcije

Intuitivno lahko definiramo limito funkcije takole: Stevilo A je limita funkcije
f v tocki xg, ¢e je vrednost f(x) poljubno blizu A, kakor hitro je x dovolj blizu

Zo-
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Definicija 55 (limite funkcije) Naj bo funkcija f definirana v neki okolici
tocke a, (a—r,a+7), r > 0, razen morda v tocki a. Stevilo A je limita funkcije
f, ko gre x proti a, x # a, ¢e za vsak € > 0 obstaja taksen 6 > 0, da je
If(z) — A| <&, ¢im je |x —a| <8, x #a. Ce to velja, potem pisemo

A= lim f(x).

r—a
Pravimo tudi, da ima funkcija f v toc¢ki a limito A.
Opazimo, da nikjer v definiciji ne nastopa f(a), t.j vrednost funkcije v tocki

a. Zato je nepomembno, ali je f sploh definirana v tej tocki. Tudi ce je, je

vseeno, kaksno vrednost ima.

Zgled:

1.

T, x#2

flx) = lim f(z) =2, (# f(2) = 10)

10, z =2 e

2.
sin%, x#0
flx) =

0, =0

lim,_,0sin1/x ne obstaja. Ta funkcija je sicer omejena v okolici tocke 0,

vendar vedno hitreje oscilira, ko gre = proti 0.

3. Iz neenakosti sinz < x < tgz pri x blizu 0, z # 0, sledi

1

sinx

COS T

1
Z - Z . )
r ~ sinz
¢e je x > 0 in zato

sinx
1>

> cosz,

¢e je x > 0 in enako za = < 0, x blizu 0. Ker je lim,_,gcosz = 1, od tod

sledi

sin
lim =1.
x—0 I
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Opomba: lim,_,, f(z), ¢e obstaja, je taksna vrednost A, ki so ji vrednosti
f(z) poljubno blizu, e je le x, (z # a), dovolj blizu a. Ce se spomnimo, je
funkcija f (definirana ne samo v okolici tocke a) zvezna v tocki a natanko tedaj,
ko so vrednosti f(z) poljubno blizu f(a), ¢e je le x dovolj blizu a. (Dovolj je
slednje zahtevati za = # a, saj je pri = a seveda f(z) = f(a)). Torej bi lahko
zveznost funkcije definirali tudi z limito, in sicer takole: f je zvezna v tocki a,

e
(1) f ima limito v tocki a
(74) ta limita je enaka f(a).
Podobno kot pri zveznosti, lahko tudi limito funkcije opisemo z zaporedji.

Izrek 33 Funkcija f, definirana v okolici U tocke a, razen morda v a, ima
limito L, ko gre x proti a, x # a, natanko tedaj, ko za vsako zaporedje {x,},> | C
U, x, # a, ki konvergira k a, tj. lim,_, o, x,, = a, zaporedje funkcijskih vrednosti

{f(zn)}52, konvergira k L.

Iz racunskih pravil za limite zaporedij izpeljemo naslednja pravila za racunanje
z limitami:

Naj bosta f, g funkciji, definirani v okolici U tocke a, razen morda v tocki
a. Naj obstajata limiti lim,_, f(x) in lim,_,, g(z). Tedaj obstajajo limite

limg 0 (f + 9)(), Timg—a(f = g)(2), limea(f - g)(2) in velja

lim (f + g)(2) = lim f(z) + lim g(z)

lim (f = g)(z) = lim f(z) - lim g(z)

lim (f - g)(z) = lim f(z) lim g(z)

r—a

Ce je g(x) # 0, x € U\ {a}, in lim,_, g(z) # 0, tedaj obstaja tudi lim,_,, g(x)

in velja

lim <i> (z) = M.

AN  limg s g()
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Definicija 56 Naj bo f definirana na (a —r,a) za nek r > 0. Pravimo, da je
A leva limita funkcije f v tocki a, ce za vsak € > 0 obstaja taksen 6 > 0, da

je|f(z) — Al <e, ¢imjea—3d <z <a.

To pomeni, da je f(z) poljubno blizu A za vse z, ki so levo od a in dovolj

blizu a.

Oznaka:

A= fla—)
= f(a—0)
= lim f(z)

zTa

=1hlg(}f(a+h)

Definicija 57 Naj bo f definirana na (a,a + 1) za nek r > 0. Pravimo, da je
A desna limita funkcije f v tocki a, ¢e za vsak € > 0 obstaja takSen § > 0,

da je |f(z) — Al <e, éimjea <z <a+d.

To pomeni, da je f(z) poljubno blizu A za vse x, ki so desno od a in dovolj

blizu a.

Oznaka:

A= flat)
= f(a+0)
= lim f(z)

zla

=1}ggf(a+h)

Tudi za leve in desne limite velja analog izreka [33] in enaka racunska pravila

kot za limite.

Trditev 20 Naj bo f definirana v okolici tocke a. Tedaj lim,_, f(x) obstaja
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natanko tedaj, ko obstajata leva in desna limita in sta enaki, tj.

lim f(z) = liin f(z) = lim f(z).

ztTa T—a
Zgled: Oglejmo si limito funkcije f s predpisom

T, >3,

flx)=4¢ 5, =3,

2%, x < 3.
li =
lim f(x) =9,
lwlﬁ)} f(z) =3,

lim f(z) limita ne obstaja.
r—3

O

Izrek 34 Naj bo f monotona na [a,b]. Tedaj za vsak ¢ € (a,b) obstajata f(c—0)
in f(c+0), tj. leva in desna limita. Funkcija f je nezvezna v ¢ natanko tedag,
ko f(c—0) # f(c+0). Ce je f naraicajoca, je f(c —0) < f(c) < f(c+0). Ce
je f padajoéa, je f(c—0)> f(c) > f(c+0).

Dokaz: Naj bo f narasc¢ajoca in naj bo a < ¢ < b. Tedaj je f(z) < f(c) za
vsak x < ¢. sup{f(z) : v < ¢} = A obstaja, tj. f(x) < A za vsak x < ¢. Naj
bo e > 0. Stevilo A — ¢ ni ve¢ zgornja meja. Obstaja torej zg, a < zg < ¢
tako, da A — e < f(xo). Zaradi monotonosti velja: A —e < f(x) < A za vsak
x, xg < x < ¢. Najboxg=c—0. Tedaj je A —c < f(z) < A za vsak z,
¢c—0 < x < ¢ Torej ima f levo limito v tocki ¢ in je f(c —0) = A. Ker je
f(z) < f(e) za vsak a < z < ¢, je f(c—0) < f(c). Podobno dokazemo obsto]

f(c+0) in pokazemo, da je f(c) < f(c+0). O

Ce je f monotona in ni zvezna v ¢, ¢ € (a, b), potem razliko f(c+0)— f(c—0)

imenujemo skok funkcije [ v tocki c.

Izrek 35 Monotona funkcija na |a, b] ima kvedjemu Stevno mnogo tock nezveznosti.
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Dokaz: Naj bo f narascajoca. Naj bo N/ mnozica tock nezveznosti za f. Naj
bo ¢ tocka nezveznosti, a < ¢ < b. Tedaj obstaja racionalno stevilo r., da je
fle—=0) < r. < f(e+0). Naj bod > ¢ e ena tocka nezveznosti. Zaradi

monotonosti je

c+d
2

Tc<f(c+0)§f( )gf(d—0)<rd,

0z. Te # 1q, 7q € Q. Torej je preslikava ¢ — r. z N’ v neko podmnoZico mnozice
racionalnih stevil injektivna. Torej ima N manjso ali enako mo¢ kot @, torej je

N kvecjemu Stevna. O

Definicija 58 Naj bo f definirana na (a,00). Stevilo A je limita funkcije f, ko
gre © Cez vse meje, e za vsak € > 0 obstaja taksen B, da je |f(x) — Al < ¢ za

vsak x > B. To oznacimo

lim f(z) = A.
Tr—r00
Zgled:
I S
lim = lim =1

z—o00 2 + 1 _ac—>oo]_—|—z—2

O

Definicija 59 Naj bo f definirana na (—oco,a). Stevilo A je limita funkcije f,
ko gre x po negativnih vrednostih cez vse meje, ¢ée za vsak € > 0 obstaja taksen

B, da je |f(x) — A| < € za vsak x < B. To oznacimo

lim f(z) = A.
Tr—r—00
Zgled:
3 _ 1 1
lim =L = lim Z I _

w00 76 £ 2 a0 1+ %
O
Tudi pri limitah funkcij ima smisel Cauchyjev pogoj. Pravimo, da funkcija,
definirana v okolici tocke a, razen morda v a, izpolnjuje Cauchyjev pogoj pri a,
¢e za vsak € > 0 obstaja 6 > 0, da je |f(z) — f(Z)| < e, za vse x, Z, za katere je

O<|r—a|<din0<|T—al<d.

Tudi za limite funkcij velja
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Trditev 21 Funkcija f ima limito v tocki a natanko tedaj, ko zadoséa Cauchy-

jevemu pogoju. Podobno za limite x — co 0z. x — —o0.

Zgled: Vemo, da je

1\" 1\"
lim (1 + —) =e in lim (1 + —) =e,
n—00 n n—r—0o0 n

za n € IN. Pokazimo Se, da je

1\* 1\”
lim (1 + —) =e in lim (1 + —) =e,
T—00 X T——00 X

za x € R. Naj bon = [z], (tj. n je celi del stevila z). Velja: n < x < n+ 1.

1 n 1 x 1 n+1
(1+ ) <(1+_) <(1+_) |
n+1 T n

Pri tem velja, ko gre x — oo, gre tudi n — oo.

. 1 n . 1 n+1 1
lim 1+ = lim [1+ — =e¢

1\"*! 1\" 1
lim <1—|——) = lim <1—|——) <1—|——)=e
n—oo n n—oo n n

1 T
lim (1 + —> =e.
T—00 T

Tedaj je:

Torej je

Omenimo Se primer, ko gre funkcijska vrednost f(z) na lep nacin ¢ez vse
meje, ko gre x proti a.
Naj bo funkcija f definirana na (a — r,a) za nek r > 0. Ce za vsak Se tako

velik pozitiven p obstaja § > 0, da je
f(x)>p, zavse z, a—-0<ux<a,
piSemo

li%n f(z) = +o0.

Podobno, ¢e za vsak Se tako velik negativen g obstaja § > 0, da je

flx)<q, zavse z, a—0d<uz<a,
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pisemo
lim f(z) = —oc.

Analogno definiramo pojme
lim f(z) = +o0, lim f(x) = —oo,

Igrfoof(m) = +00, mgrfoof(x) = —00,...



Poglavje 4

Odvod

4.1 Definicija in racunanje odvoda

Definicija 60 Naj bo f definirana v okolici tocke a. Ce limita

i L) = /(@)

T—a T —a
obstaja, pravimo, da je f odvedljiva v tocki a in

) =t 10 =@

r—a Tr—a

imenujemo odvod funkcije f v tocki a.

imenujemo diferencéni kvocient.

Opomba: Izraz w

Opomba: Vcasih namesto pisave zgoraj uporabimo

h—0 h ’

kjer je h = x — a sprememba argumenta x glede na tocko a.

95
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Zgled: Izracunajmo odvod funkcije x — f(z) = 22 v tocki a = 3.

%
Trditev 22 Ce je funkcija f v tocki a odvedljiva, potem je f v a zvezna.
Dokaz:
lim f(z) = lim ﬂ@+4x_@f@2:§®
= f(a) + lim (z —a)igw
= f(a) +0f'(a)
= f(a)
O

4.1.1 Geometrijski pomen odvoda

Naj bo f odvedljiva v tocki a in naj tocki (a, f(a)) in (z, f(x)) dolo¢ata sekanto
grafa funkcije f, tj. premico skozi tocki (a, f(a)) in (x, f(x)) Njen naklonski

koeficient je
f@) ~ f(a)

T—a
Posljimo z proti a. Tocka (x, f(x)) tedaj stece po grafu proti tocki (a, f(a)) (saj
gre f(z) — f(a) zaradi zveznosti funkcije f v tocki a), njen naklonski koeficient
J(x)—f(a)

a

pa gre proti
Fla) =t L) =S 0)

T—a Tr—a
Torej je f'(a) naklonski koeficient premice skozi (a,f(a)), h kateri limitirajo
sekante, ko gre x — a. Tej premici bomo rekli tangenta na graf funkcije f v

tocki (a, f(a)). Njena enacba je torej
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f(x) r

r,
/u"sekanta
f(z) 7
. f”/t/angenta
€T x

Slika 4.1: Geometrijski pomen odvoda

Definicija 61 Naj bo f definirana na (a —r,a] za nekr > 0. Ce obstaja limita

f(z) — f(a)

lim ,

ztTa r—a

jo imenujemo levi odvod funkcije f v tocki a. Naj bo f definirana na [a,a+1)

zar > 0. Ce obstaja limita

fz) = f(a)

)

lim
zla r—a

jo imenujemo desni odvod funkcije f v tocki a.

Trditev 23 Funkcija f je odvedljiva v a natanko tedaj, kadar obstajata levi in

desni odvod in sta enaka.

Opomba: Naj omenimo, da obstajajo funkcije na [a, 0], ki so zvezne na [a, ],

niso pa odvedljive v nobeni tocki [a, b].

Zgled: Pois¢imo odvode.

1. funkcije f : z — |z| v tocki a = 0;

f(@) = fla) _|a]

r—a X
limmzl, limm:—l
zl0 X z10 X

f ni odvedljiva v a = 0, ima pa v 0 desni odvod, ki je enak 1 in levi odvod,

ki je enak —1.
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f(h)—f) . Vh
h—0 h a flllg%) h

1
= 1' _—
B0 vVh2

ne obstaja. V tem primeru ima graf I'y v (0,0) navpi¢no tangento.

Definicija 62

1. Funkcija [ je odvedljiva na (a,b), ¢e je odvedljiva v vsaki tocki intervala

(a,b).

2. Funkcija | je odvedljiva na la,b], ée je odvedljiva na (a,b) in ima v krajiscéu

a desni, v krajiscu b pa levi odvod.

Definicija 63 Naj bo f definirana na intervalu D in f naj bo v kaksni tocki
iz D odvedljiva. Naj bo D' = {x € D : f'(z) obstaja} in x — f'(x) funkcija,

definirana na D'. To funkcijo imenujemo odvod funkcije f in jo oznacimo z f'.
Zgled:

1. Funkcija f, f(x) = |z, je definirana na D = R in odvedljiva povsod, razen

v 0. Potem je D' =R\ {0}.
2. Funkcija f, f(z) = 22 je definirana na D = R,

h—0 h
2 2

= lim 7@ +h) x

h—0 h

x4 2ha 4+ h? — a2

= lim

h—0 h
 lim h(2z + h)

h—0 h
=2z

in je odvedljiva povsod na R. Torej je D' = R.
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Definicija 64 Funkcija f : [a,b] — R je zvezno odvedljiva na [a,b], ce je f

odvedljiva na [a,b] in je njen odvod f': [a,b] = R zvezna funkcija.

Naj omenimo, da obstajajo funkcije, ki so odvedljive na intervalu D, vendar

odvod ni zvezna funkcija na D.

Definicija 65 Zvezna funkcija f : [a,b] — R je odsekoma zvezno odvedljiva

na [a,b], ¢e je odvedljiva povsod, razen v koncéno mnogo tockah ci,ca,...,ck,
a < c < cg < ...<cp <b, vkaterih obstajata levi in desni odvod. Na
vsakem podintervalu, [a,c1], [c1,ca],. .., [ck,b], ki jih dolocajo tocke, v katerih ni

odvedljiva, pa je zvezno odvedljiva.

Zgled: Funkcija f je zvezna povsod na [a, b], ni pa odvedljiva v tockah ¢ in cs.

Slika 4.2: Odsekoma zvezno odvedljiva funkcija

Na podintervalih [a, ¢1], [c1, 2] in [c2,b] je [ zvezno odvedljiva. O

Zvezno odvedljivim funkcijam pravimo gladke funkcije.

4.1.2 Pravila za odvajanje

Iz pravil za racunanje z limitami funkcij izpeljemo pravila za racunanje odvodov.

1. f(x)=c
.0
=
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2. Naj bosta f in g odvedljivi v tocki a, tedaj so v a odvedljive tudi funkcije

i) (f+9)(a) = (f+9)(a) = '(a)

f(a
ii) (f —g)(a) = (f —9)'(a) = f'(a

+4g'(a),
"(a) — ¢’

(a)

1) ocitno (limita vsote je vsota limit).
i1) ocitno (limita razlike je razlika limit).

iii) (f - g)'(a) =

(o)t h) ~ (f)(a)
h—0 h

. flat Wglath)  fla)gla)
h—0 h

i @t )glat h) ~ fla)glat h) + f(a)gla+ ) - F(a)g(a)
h—0 h

= lim Wg(m—h)] + lim {f(a)g(“L})L_g(“)

= f'(a)g(a) + f(a)g'(a)

iv) podobno kot #ii).

Posledica 18 Ce je f odvedljiva v a in A € R konstanta, je
(Af) (@) = Af'(a).
Posledica 19 Ce so fi,..., fn odvedljive v a, je
(i oo )@ = Fi(0)- fo@) .- fala) -+ fila) - fala) .. Fila).
Zgled:

(fgh)'(a) = f'(a)g(a)h(a) + f(a)g'(a)h(a) + f(a)g(a)l (a)
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4.1.3 Odvod kompozituma

Izrek 36 Naj bo f odvedljiva v a in naj bo g odvedljiva v f(a). Tedaj je go f

odvedljiva v a in velja

(go f)(a) =g'(f(a))f ().

Oznaka: Oznacimo z x — o(x) funkcijo, ki je definirana v okolici tocke 0 in ima
lastnost, da za vsak € > 0 obstaja § > 0, da je |o(x)| < |z, ¢im je |z| < J, tj.

da je 0(0) = 0 in lim, 0 o(z)/|z| = 0.

Dokaz: Ker je f odvedljiva v a, je

h—0 h

torej
fla+h)— f(a) = f'(a)h + o(h),
za vse dovolj majhne h. Ker je g odvedljiva v f(a), je
9(f(a) + k) = g(f(a)) = g'(f(a))k + o1 (k),
za vse dovolj majhne k. Naj bo k = f(a+ h) — f(a) oz. f(a) +k = f(a+ h).
Od tod sledi, da za vse dovolj majhne h velja
9(fla+n)) —g(f(a)) = ¢'(f(a)(fla+h) = f(a)) +o1(fla+h) - f(a))
g (f(@)(f'(a)h+o(h)) + o1 (f'(a)h + o(h)).

Preprosto vidimo, da je o1 (f'(a)h+o0(h)) = 02(h), tj. za vsak € > 0 obstaja n >
0, da je |01 (f'(a)h+o(h))| < e|f (a)h+o(h)| ¢im je | f'(a)h+o(h)| < n. Ker gre
o(h)/h — 0 pri h — 0, obstaja § > 0, da iz 0 < |h| < § sledi | f'(a)h + o(h)| <7
in |f'(a)h + o(h)| = |h| |f'(a) + o(h)/h| < |R|(|f'(a)] + 1). Torej za vsak € > 0
obstaja & > 0, da iz 0 < |h| < § sledi o1 (f'(a)h+ o(h))| < e(|f'(a)| + 1)|h|, kar
pa pomeni, da je o1 (f'(a)h + o(h)) = 02(h). Torej je

g(fla+h) —g(f(a)) =g (f(a)) [ (a)h+ g (f(a))o(h) + oa(h).

Ce obe strani delimo s A in posljemo h proti 0, v limiti dobimo

(go f)(a)=g'(f(a))f (a)
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O

Pri odvajanju komponiranih funkcij torej velja veriZno pravilo.
(gof) =(gof) "

Izrek 37 Najbo [ zvezna, strogo monotona funkcija na [a,b]. Najbo a < ¢ < b.
Denimo, da je f odvedljiva v c in da velja f'(c) # 0. Tedaj je f~1 odvedljiva v
tocki d = f(c) in velja:

Dokaz: Denimo, da je f strogo narascajoca funkcija. Tedaj je f bijekcija iz
[a,b] v [f(a), f(b)]. Ker je f zvezna in strogo monotona, ze vemo, da je f~1

zvezna na [f(a), f(b)]. Oglejmo si limito diferen¢nega kvocienta

) e (/R B

i y—d 25e f(2) — f(c)

RS
o\ @) )

(%) Pri tem smo pisali f~(d) =coz. f(c)=din f~(y) =z o0z. f(x)=y. O

Zgled: f(x) =23, f'(z) = 32%, f~! = ¢z ni odvedljiva v tocki z = 0. O

4.1.4 Odvodi elementarnih funkcij

Odvod konstantne funkcije

f@)=c.
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Odvod potencne funkcije

i) f(z) = 2™, n € N. Iz formule za odvod produkta sledi:

f'(x) = na" "

ii) f(x) =2~™, m € N. Iz formule za odvod kvocienta sledi po indukciji:
f(x) = —ma—™ 1
Pri tem smo upostevali x=™ = 1/2™.

iii) f(z) = /", n € N. Funkcija g : © — 2" je strogo monotona na (0, o0)
pri sodih n in strogo monotona na (—oo, 00) pri lihih n. Odvod, ¢'(x) =
n—1

nz™ ", je razlicen od 0 povsod, razen v x = 0. Torej f je odvedljiva na

(0, 00) pri sodih n in odvedljiva na (—oo, 00) \ {0} pri lihih n.

Iz f(x) = x'/™ sledi f(x)™ = z. Izra¢unajmo odvod,

nf(a)" " f(z) = 1.
Torej

1 1
Con fla)nt
1

1
_ _zl/n—l.

n

iv) f(z) =z™/"(= (z'/™)™), n,m € N. Funkcija f je spet odvedljiva povsod,
razen v tocki = 0. Iz f(x) = (/™)™ sledi f(z)" = 2™. Izracunajmo

odvod, nf(z)" 1 f'(x) = ma™~1. Torej

f'(x) =
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Odvod logaritemske funkcije

f(z) =logx, z > 0.

Ker je logaritemska funkcija zvezna, je

B\ # h\ k
lim log (1 + —> = log lim <1 + —>
h—0 T h—0 T

*) 1\
= log lim (1 + —)
t—00 t

=loge

=1.

xT

(*) Vpeljali smo ¢ = £ in upostevali ¢ — oo pri h — 0

Torej je

je torej

ODVOD
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Odvod eksponentne funkcije

f(z) = e*. Upostevamo, da je f inverzna funkcija logaritemske funkcije, ki
je strogo monotona, odvedljiva, z odvodi, ki niso nikoli enaki 0, torej je ze po

dokazanem izreku f odvedljiva povsod na R. Izracunajmo odvod;

oziroma

Torej f'(x) = €e*.

Ce je f(x) =a®, a >0, a # 1, je, podobno kot prej

f(x) =loga-a®.

Odvod (splosne) potenéne funkcije

Ker je = €'°8%, 2 > 0, lahko vsako potenéno funkcijo pisemo v obliki
f((E) — o = ealogz.

Podobno kot prej bomo upostevali, da iz f(x) = e*!°2% sledi log f(r) = alogx-

log e. Obe strani enacbe odvajamo, od koder sledi

Vstavimo f(x) = z® in preuredimo.
f(z) = ax® L.

Torej v splosnem velja, tj. za vsak o € R, ista formula za racunanje odvoda

potencne funkcije za vse ayg.
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Odvodi kotnih funkcij

1) f(z) =sinz.

!
=1
fi(z) = lim Y
— lim sin(x + h) — sin(z)
h—0 h
22+h i h
. 2 cos 22t sin &
h—0 h
h 5111%
= lim [ cos|z+ =
h—0 2 %
)
= cosx
(%) ker je lim, o 822 = 1.

a
i1) f(x) = cosx. Upostevamo, da je cosx = sin(7/2 — x), torej
f(x) = —sinz.

1i1) f(z) = tga. Upostevamo, da je tgx = sinx/ cosx in pravilo za odvajanje

kvocienta. Tako dobimo

Odvod ciklometri¢nih funkcij

i) f(x) = arcsinz. Na intervalu (—m/2,7/2) je & — sinx strogo narasc¢ajoca
in odvedljiva funkcija, z odvodom, razlicnim od 0. Po znanem izreku
je njej inverzna funkcija x +— arcsinz odvedljiva na intervalu (—1,1).
Izracunajmo odvod. Upostevamo, da iz f(x) = arcsinx sledi sin f(z) = .

Obe strani enacbe odvajamo in dobimo
cos f(x) - f'(x) = 1.
Od tod sledi:

f'(@) =
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11) f(x) = arccosz. Sklepamo podobno kot prej, torej

1
!/

Xr) = ——F/—.

FW=-—=
iit) f(z) = arctgx. Funkcija z — tgx je strogo naradcajoca in odvedljiva na
intervalu (—7/2,7/2), z odvodom, razlicnim od 0. Po znanem izreku je
njej inverzna funkcija x — arctgz na R odvedljiva. Izracunajmo odvod.
Upostevamo, da iz f(x) = arctgx sledi tg f(z) = x. Obe strani enacbe

odvajamo in dobimo

Od tod sledi

(%) Uporabili smo: sin® z +cos? 2 = 1, od koder sledi 1 +tg?z = 1/ cos® z.

Zgled: Odvajaj f(r) = logtg 5.

!’

f(x) = (logtg g)

_ 1 (t x)/
_tg% g2

1 1 1
tg % cos? 5 2
B 1

2 cos g sin §
1
" sinx
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V tabeli ] je navedenih nekaj elementarnih funkcij in njihovih odvodov.

Tabela 4.1: Odvodi elementarnih funkcij

funkcija odvod funkcija odvod
v fla)= xz=flla)=  xeofl@)= e fl(r)=
" na™ ! sha chz
1 1
log, = — chzx shx
loga x
a® a*loga tha L
ch?z
. 1
sinx cos T ctha -
sh” x
. h 1
cosx —sinz arshx —
Vaz +1
t ! h 1
x — archx —_—
& cos? Nz
t L th L
ctgx arth x
& —sin?z 1—a?
. 1 th 1
arcsinx e arcth x  —
V1—22 1— a2
1 1 2ax
arccos e ——— —
V1— 22 ar? +b (az? + b)?
¢ 1 1 ax
arctg —
& 1+ a2 ar? +1 (az? +1)*/?
1 1 ax

arcctgx -
i 1+ 22 VI—ai?  (1—az?)*?
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4.2 Diferenciabilnost in diferencial funkcije

Naj bo funkcija f odvedljiva v tocki a, tj.

. flath)—fla) _
fin S - )

Tedaj velja
i Jla+h) = f(a) = fah

=0.
h—0 h

Ce stevec zgoraj oznacimo z o, (h), lahko zapisemo

fla+h) = f(a) = f'(a)h + oa(h).

Pri tem je

lim —Oa(h)

=0.
h—0 h

To pomeni, da je funkcijo h — f(a + h) — f(a) pri majhnih A mogoce dobro

aproksimirati z linearno funkcijo h +— f’'(a)h, tj.

fla+h) = f(a) = f'(a)h.

Dobro ,aproksimabilnost” funkcije h — f(a + h) — f(a) z linearno funkcijo

h+— L(h) pri majhnih h pa imenujemo diferenciabilnost.

Definicija 66 Funkcija f, definirana v okolici tocke a, je diferenciabilna v

tocki a, ée obstaja linearna funkcija h — L(h), da velja
fla+h) = fla) = L(h) + o0a(h),

kjer je
o(h
Jim 22)

=0.
h—0 h

Opomba: Linearna funkcija £ je oblike £(h) = Ah, kjer je A neko stevilo. Ce
obstaja, je ena sama. Ce bi bila namre¢ se kaksna, npr. K(h) = Bh z zgornjimi

lastnostmi, bi z odstevanjem enakosti

fla+h) = f(a) = Ah + 01 (h),

fla+h) = f(a) = Bh+ 0s(h),
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kjer je limp_y0 01(h)/h =0 in limp_,0 02(h)/h = 0, dobili
Ah — Bh = o(h),

pri ¢emer je o(h) = 01(h) — 02(h) in limp_,g o(h)/h = 0. Zgornjo enacbo delimo
s h in v limiti, ko gre h — 0 dobimo

. Ah— Bh
lim —— =

h—0 h 0’

kar pa je mogoce le, ¢e A = B, torej L = K.

Definicija 67 Linearno funkcijo L iz prejsnje definicije imenujemo diferen-

cial funkcije f v tocki a in jo oznacimo z df,.

Diskusija: Zgoraj smo ze videli, da ¢e je f odvedljiva v tocki a, tedaj je f v tocki
a diferenciabilna in df, je enak preslikavi h — f’(a)h. Velja pa tudi obratno,

torej imamo

Izrek 38 Funkcija f je odvedljiva v tocki a natanko tedaj, ko je diferenciabilna
v tocki a. Tedaj je
(dfa)(h) = f'(a)h.

Dokaz: Da iz odvedljivosti sledi diferenciabilnost smo ze pokazali. Naj bo
sedaj f diferenciabilna v a. Linearna funkcija df, je oblike (df,)(h) = Ah za

neko stevilo A, torej je
fla+h) = f(a) = Ah + 0a(h),

kjer je

Od tod sledi

i (L0410 ) )
h—0 h—0 h
torej
f’(a) _ }ILIE)% f(a+ h})L - f(a)

obstaja in je enak A. O
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Opomba: Ce je funkcija f odvedljiva v tocki a, si lahko pri ra¢unanju vred-
nosti funkcije f v bliznji tocki a + h pomagamo z diferencialom. Pri majhnih A
je

fla+h) = fa) = dfa(h) = f'(a)h,
torej je

fla+h) = f(a)+ f'(a)h,

oziroma, Ce piSemo a + h = z, je za z-e blizu a
f(@) ~ fa) + f'(a)(z — a).

Ker je y = f(a) + f'(a)(z — a) enacba tangente na graf funkcije f v tocki
(a, f(a)), zgornje pomeni, da tangenta dobro aproksimira graf funkcije f blizu

tocke (a, f(a)).

fla-+h) = fla)
= f'(a)h

a a+h <

Slika 4.3: Geometrijski pomen diferenciala

Naj Se omenimo, da bomo pozneje, ko bomo Studirali funkcije ve¢ spre-
menljivk, videli, da pojmov odvedljivost in odvod ni mogoce posplositi na
funkcije ve¢ spremenljivk, je pa naravno mogoce posplositi pojma diferencia-

bilnost in diferencial.

ODb koncu omenimo se t.i. klasiéno definicijo diferenciala, ki jo najdemo v
Stevilnih knjigah iz fizike in tehnike. Naj bo funkcija f odvedljiva v tocki x.
Tedaj je

fl@+ Az) — f(z) = f'(z)Az + o(Ax),
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kjer je
. o(Ax)
Alalgo Az

:07

kjer smo z Ax oznacili spremembo spremenljivke x. Ko gre Az proti 0, gresta
oba sumanda na desni strani enakosti proti 0, a zaradi lastnosti funkcije o gre
drugi sumand proti 0 hitreje od prvega. Prvi sumand f/(xz)Ax je pri majhnih
Az torej glavni del spremembe f(z + Az) — f(x). Imenujemo ga diferencial

funkcije f v tocki x ob spremembi Az. Pisemo
df = f'(z)Ax.

Ker je (z)) =1, je de = 1- Az, in zato namesto Az pisemo kar dz. Torej
df = f'(x)dx

je diferencial funkcije f v tocki x, ¢e x spremenimo za dxr. Pri majhnih dx je

tedaj
flz+dz) — f(2) = df = f'(x)dx

formula za izracun vrednosti funkcije v bliznji tocki, ki jo Ze poznamo.

4.3 Odvodi visjega reda

Ce je funkcija f odvedljiva v vsaki tocki intervala Z, je f’ spet funkecija z Z v R.
Ce je ta funkcija odvedljiva, dobimo (f") = f”, tj. drugi odvod funkcije f. Vse
odvode vigjega reda definiramo induktivno: ¢e poznamo f(™ tj. n-ti odvod,

lahko poiséemo n + 1-vi odvod f(*+1) = (f(M)) ée seveda obstaja.

Zgled:

za k >nje fF)(z) = 0.

2. f(a) =% f'(x) =322 f"(x) =6, f"(x) =6, f*(2) =0,...
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3. flx) =1/x, f'(x) = —1/2%, f"(x) = 2/23, f"(x) = —6/z%,. ..

F® () = (=1)Fklz= D

4. f(x) =logx, f'(z) = 1/z, f"(z) = —1/22, f""(x) = 2/23,...

fP(2) = (D) (k- 1)l

Definicija 68 Naj bo I interval.

1. MnoZico vseh zveznih funkcij na I oznacimo s C(I); véasih tudi C°(T).
2. MnoZico vseh zvezno odvedljivih funkcij na I oznacimo s C*(Z).

3. MnoZico vseh r-krat zvezno odvedljivih funkcij na T oznacimo s C"(I).
Vsi njihovi odvodi do reda v so zvezne funkcije na . (Ker je odvedljiva
funkcija vedno zvezna, lahko recemo, da je C"(Z) mnoZica vseh funkcij na
T, ki so r-krat odvedljive, njihov r-ti odvod pa je zvezen.)

4. Oznaka: C°(I) = ?_Tol C" (7).

Mmnozice C"(Z) so linearni prostori, saj je vsota odvedljivih funkeij odvedljiva
in produkt odvedljive funkcije s stevilom spet odvedljiv, tj.
za f,g € C"(Z) velja

f+9€C"(I)
in
AfeC’(Z), XeR.
Odvajanje D : f — f’ je linearna preslikava, saj je
D(f+g9)=Df+ Dy
D\f)=AD(f), AeR
in
D:CYI) = C(T),
D:C™Y(T) = C'(D),

D :C™(I) = C®(T).
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so vse linearne preslikave.

Oznaka za odvode visjega reda:

fo —pnp - &S
dz™

Zgled: Dokazimo Leibnizovo formulo za n-ti odvod produkta dveh funkcij.

(domaca vaja)
n

(F@)g@)" =3 (Z)ﬂ“ (2)9" ) (2).

k=0

4.4 Rolleov in Lagrangeev izrek

Trditev 24 Naj bo f definirana v okolici tocke a in naj bo f odvedljiva v a.

1. Ce je f'(a) > 0, tedaj f v tocki a narasca, tj. obstaja § > 0, da je

f(z) < fla), ¢ea—d <z <ain f(x)> fla), Cea<xz<a+d.

2. Ceje f'(a) <0, tedaj f v tockia pada, tj. obstajad >0, da je f(x) > f(a),

tea—d<z<ain f(z) < fla), ¢ea<z<a+d.
Dokaz:

1. Naj bo f’(a) > 0. Ker je f’(a) > 0, obstaja e > 0, da je f'(a) —e > 0. Po
definiciji je

T—a Tr—a

Torej obstaja ¢ > 0 (def. limite), da za |x — a| < ¢ velja:

f/(a) _ f(x:z. : g(a) <e.
Od tod sledi:
0< fl(a)—e< w < f'(a) +¢,

za vsak z, 0 < |v — a|] < J. Torej za vse take x velja

f(x) = f(a)

r—a

> 0.
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Od tod sledi, da ¢e je a — § < & < a, je f(z) — f(a) <0 o0z. f(z)< f(a).

Cepajea<z<a+d,je f(x)— fla)>0o0z f(z)> f(a).

2. Dokazemo na isti nacin.

Izrek 39 (Lagrange) Naj bo f zvezna funkcija na [a,b], ki je odvedljiva na
(a,b). Tedaj obstaja taksna tocka & € (a,b), da je

Lagrangeev izrek torej pove, da ima pri teh pogojih graf funkcije vsaj v

eni tocki tangento, ki je vzporedna s premico skozi tocki (a, f(a)) in (b, f(b)),
slika [4.41

U‘Lfl &2 éab

Slika 4.4: Geometrijska interpretacija Lagrangeevega izreka

f'(€) = (f(b) = f(a))/(b—a) je enak naklonskemu koeficientu premice skozi
tocki (a, f(a)) in (b, £(b)).

Iz Lagrangeevega izreka sledi Rolleov izrek.

Izrek 40 (Rolle) Naj bo f zvezna funkcija na [a,b], odvedljiva na (a,b) in naj
velja f(a) = f(b) = 0. Tedaj obstaja taksna tocka & € (a,b), da je

f'(€) =0.

Rolleov izrek pravi, da ima pri teh pogojih graf funkcije vsaj v eni tocki

vodoravno tangento, slika
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Slika 4.5: Geometrijska interpretacija Rolleovega izreka

Rolleov izrek je poseben primer Lagrangeevega izreka. Izraz f/(€) = ( f(b)—
f(a))/(b— a) tudi v tem primeru predstavlja enacbo naklonskega koeficienta
premice skozi robni tocki, ki pa je sedaj vodoravna, saj f(a) = f(b) = 0. Od
tod sledi f/(§) = 0.

Dokaz (Rolleovega izreka): Ker je f zvezna na [a,b], doseze svoj minimum

v neki tocki z,, € [a,b] in svoj maksimum v s € [a, b].

i) ceje f(zm) = f(zn), je funkcija konstantna in lahko € poljubno izberemo,

saj je f'(x) =0, za vsak z € [a, b].

i1) ¢e je f(xm) < f(zar), potem je vsaj eno od §tevil razlicno od 0. Brez
izgube splosnosti lahko predpostavimo, da je f(zar) # 0. Tedaj postavimo

& =xp. Jasno je € € (a,b). Pokazemo, da ima ta £ iskano lastnost.

- ¢e bi veljalo f'(¢) > 0, tedaj bi f v £ naraScala in imela desno od &
vecje vrednosti od (&), kar pa je v protislovju z dejstvom, da ima f v £
maksimum.

- &e bi veljalo f/(§) < 0, bi f v £ padala in imela levo od £ vecje vrednosti
od f(a), kar pa je v protislovju z dejstvom, da ima f v £ maksimum. Torej

jeres f'(§) =0.

Dokaz (Lagrangeevega izreka): Naj bo F(x) = f(z) — f(a) — A(x — a), kjer

je A konstanta, ki jo bomo Se izbrali. F' je zvezna na [a, b] in odvedljiva na (a, b)
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in velja F'(a) = 0. Dolo¢imo A tako, da je F/(b) = 0, torej zelimo

F(b) = f(b) = f(a) = A(b —a) =0,
kar da

_ f®) — fla)
A=

Funkcija F' ob tako izbrani konstanti A zados¢a pogojem Rolleovega izreka, tj.

F(a) = F(b) = 0. Torej obstaja & € (a,b), da je F'(§) = 0 oziroma

S tem je Lagrangeev izrek dokazan. O

Posledica 20 Naj bo [ odvedljiva na intervalu Z. Tedaj je:
1. f'(z) >0 za vsak ©x € T & f naraséajoéa na Z.
2. f'(x) <0 za vsak x € T < f padajoéa na T.
3. f'(x) >0 za vsak x € T = [ strogo naraiéajoéa na T.
4. f'(x) <0 za vsak x € T = f strogo padajoéa na Z.
Dokaz:

1. (=) Naj bo f'(x) > 0 za vsak € Z. Naj bosta a,b € Z, a < b, torej

b—a > 0. Iz Lagrangeevega izreka sledi

(<) h > 0. Iz definicije odvoda sledi

Fa) =ty LD~ @)

h—0 h ’

saj funkcija naras¢éana Z oz. f(x 4+ h) — f(z) > 0.

2. - 4. pokazemo na podoben nacin kot 1.
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O

Posledica 21 Naj bo [ odvedljiva na intervalu Z. Denimo, da je odvod f'(z) =
0, za vsak © € Z. Tedaj je f konstantna funkcija; torej obstaja ¢ € R, da je

f(z) =c za vsak x € T.

4.5 Ekstremi funkcij

FEkstrem je skupno ime za makstmum in minimum funkcije.

Definicija 69 Najbo [ funkcija naD. Funkcija f ima v tockia € D (globalni)
maksimum, ce je f(x) < f(a), za vsak x € D. Funkcija f ima v toéki a € D

(globalni) minimum, ce je f(x) > f(a), za vsak x € D.

Ni nujno, da ima funkcija maksimum oz. minimum in ¢e ga ima, to ni nujno

v eni sami tocki.

Definicija 70 Funkcija f : D — R ima v tocki a € D lokalni ekstrem, ce
obstaja okolica U tocke a € D, da ima fly (z0Zenje na U), v a maksimum oz.

MINIMUM.

Definicija 71 Naj bo f : T — R odvedljiva funkcija. Nicle odvoda f': 7 — R

imenujemo stacitonarne tocke funkcije f. Torej je ¢ stacionarna tocka, ce je
f'(e) =o.

Trditev 25 Naj bo f odvedljiva na intervalu I. Ce ima f v tocki a € T lokalni
ekstrem in a ni robna tocka intervala I, tedaj je f'(a) =0, tj. a je stacionarna

tocka za funkcije f.

Dokaz: Ce je f'(a) > 0, tedaj f v tocki a narasca. Ce je f'(a) <0, tedaj f v
tocki a pada. Torej v nobenem primeru a ne more biti lokalni ekstrem. Torej,

¢e ima f v a lokalni ekstrem, je f/(a) = 0. O

Opomba: Ce funkcija ne bi bila odvedljiva povsod na Z, bi lahko nasli lokalni

ekstrem v singularni tocki. Npr. funkcija z — |z|, z € (—1,1), ima minimum
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v tocki = 0, ki je notranja tocka intervala (—1,1). Seveda pa v tocki 0 ni

odvedljiva.

4.5.1 Strategija iskanja ekstremov dane funkcije

Naj bo f zvezna funkcija na intervalu [a, b, ki je odvedljiva na (a,b). Iz zgorn-
jega sledi, kako pois¢emo najvecjo in najmanjso vrednost, ki jo f doseze na
intervalu [a, b].

2. pogledamo vrednosti f v stacionarnih tockah

Najvecja od teh vrednosti je najvecja vrednost, ki jo f zavzame na [a, ],

najmanjsa od teh vrednosti pa je najmanjsa vrednost, ki jo f zavzame na [a, b].

Zgled: Oglejmo si funkeijo f na intervalu [—2, 2] in poisé¢imo globalne ekstreme.
5 4 3 2
x

Poiséemo vrednosti f v krajiscih intervala, tj. f(—2) = —71/15in f(2) = 41/15.
Stacionarne tocke poiséemo z resevanjem enacbe f’(x) = 0.
flx)=a—a® —2® + 2
RPN Qs S
=a(z—1)*(z+1)
=0
V enacbo za f(z) vstavimo najdene nicle enacbe f'(x) = 0, tj. vrednosti:
x =0,z =1in2 = —1. Dobimo: f(0) =1, f(1) = 67/60 in f(—-1) =
83/60. Stacionarne tocke so torej: (0,1), (1,67/60) in (—1,83/60). Najvecja in
najmanjsa vrednost funkcije f na [—2,2] sta:
fmax = max{f(_2)7 f(2), f(0)7 f(l)a f(_l)}
= max{—71/15,41/15, 1, 67/60,83/60}
= 41/15

=/
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fmin = mln{f(_Z)a f(2)7 f(o)a f(1)7 f(_l)}
= min{—71/15,41/15,1,67/60,83/60}
= —71/15

= /(-2).
%

Trditev 26 Naj bo f odvedljiva v neki okolici tocke a in naj bo f'(a) = 0, .

naj bo a stacionarna tocka funkcije f.

1. ¢e obstaja taksen 6 >0, da je f'(x) >0 zaa—0 <z <ain f'(z) <0 za

a<z<a+dima f va lokalni maksimum.

2. ée obstaja taksen 6 >0, da je f'(x) <0 zaa—06 <z <ain f'(z) >0 za

a<z<a+dima f va lokalni minimum.

3. ¢e obstaja taksen 6 > 0, da je f'(x) > 0 na (a—4d,a+0)\{a} oz. f'(x) <0
na (a —d,a+0) \ {a}, tedaj f v a nima lokalnega ekstrema. Tocka a, ki

izpolnjuje te pogoje, se imenuje sedlo.

S to trditvijo smo v bistvu povedali: Ce prvi odvod pri prehodu skozi sta-
cionarno tocko spremeni predznak, je ta stacionarna tocka ekstrem. Ce predz-

naka ne spremeni, ta stacionarna tocka ni ekstrem, ampak t.i. sedlo.

fl@)=0

maksimum minimum sedlo

Slika 4.6: Maksimum, minimum in sedlo

Dokaz:
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1. Iz pogoja f'(x) > 0zaa—38 < x < a, § > 0 sledi, da je f narascajoca
naa—06 <z <a Izpogoja f'(x) <0zaa<ax<a+d,sledi, daje f

padajotana a < x < a-+ 9.

max f = f(a) = max
(a—4,a] f f( ) la,a+8) f
Funkcija f ima v a lokalni maksimum.

2. Dokazemo na podoben nacin.

3. Naj bo f(x) > 0na (a —d,a) U (a,a+9). f na (a—J,a) raste, raste pa
tudi na (a,a + J). Ima pa stacionarno tocko v a, f’(a) = 0. Stacionarna

tocka, ki izpolnjuje te pogoje, je sedlo. Podobno velja za f/(z) < 0.

Trditev 27 Naj bo f dvakrat odvedljiva v okolici tocke a. Naj bo f'(a) = 0.

1. Ce je f"(z) <0 za vse x v okolici tocke a, tedaj ima f v a lokalni maksi-

mum.

2. Ce je f"(z) > 0 za vse x v okolici tocke a, tedaj ima f v a lokalni mini-

mum.

Dokaz:

1. Ker je f(z) <0, je f’ padajoca funkcija, f'(a) = 0, zato je f'(x) > 0, za

0,
x<ain f'(x) <0zax > a. (zje iz okolice tocke a.) Iz prejsnje trditve

sledi: f ima v a lokalni maksimum
2. Dokazemo podobno.

O

Posledica 22 Naj bo f dvakrat zvezno odvedljiva v okolici tocke a. Naj bo
f'(a) =0.

1. Ceje f"(a) <0, ima f v a lokalni maksimum.

2. Ceje f"(a) >0, ima f v a lokalni minimum.
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Dokaz:

1. Ker je f” zvezna funkcija in ker je f”(a) < 0, je f”(z) < 0 v okolici tocke

a. Uporabimo prejsnjo trditev.

2. Podobno.
O
Trditev 28 Naj bo f definirana na [a,b] in odvedljiva v a in v b.
1. Ceje f'(a) <0, ima f v a lokalni maksimum.
2. Ceje f'(a) >0, ima f v a lokalni minimum.
3. Ceje f'(b) <0, ima f v b lokalni minimum.
4. Ceje f'(b) > 0, ima f v b lokalni maksimum.
Dokaz: Kot v trditvi[24] O
Zgled: Oglejmo si lokalne ekstreme funkcije f, ki je dana s predpisom:
f($):%5_%4_%3+_2+1
Pois¢imo odvod
fl(z)=a*— 2% — 2% + .
Resimo enacbo f/(z) = 0.
et -t v r=x(x-1%*x+1)=0
Vaz=0,z=1in 2= —11ima f stacionarno tocko. Stacionarne tocke so torej:

(0,1), (1,67/60) in (—1,83/60). Izracunamo drugi odvod.
f"(z) =42® —32% —2x + 1

Vrednosti f” v stacionarnih tockah so: f”(0) =1, f”(1) = 0, f"(-1) = —4.
Nasli smo dve stacionarni tocki, tj. (0,1), ki je lokalni minimum in (—1,83/60),
ki je lokalni maksimum. Prvi nenicelni odvod funkcije f v tocki x =1 je tretji

odvod, (1) = 4. Funkcija f oz. I'y ima v tocki (1,67/60) sedlo. O
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4.6 Konveksnost in konkavnost funkcij

Definicija 72 Naj bo funkcija f definirana na intervalu Z. Pravimo, da je f

konveksna na Z (od spodaj), ¢e za vsak par a,b € I, a < b, velja

f@ < f@+ T 10 o acech
torej, ce je
f(x) < f(a) <1—§:Z> +f(b)§:2.

Opomba: ¢e pisemo t = (x —a)/(b—a),je0<t<linz=a+tb—a)=

(1 —t)a + tb. Zgornja neenakost se prepise v

f(A=ta+tb) < (1—t)f(a) +tf(b), 0<t<1.

Slika 4.7: Geometrijska interpretacija konveksnosti s sekanto

Opomba: Ker je

enacba premice (sekante grafa f) skozi tocki (a, f(a)) in (b, f(b)) zgornja neenakost

pomeni, da graf funkcije f na vsakem intervalu [a,b] C Z lezi pod sekanto skozi

tocki (a, f(a)) in (b, f(b)).

Definicija 73 Naj bo funkcija f definirana na intervalu Z. Pravimo, da je f

konkavna na I (od spodaj), ce za vsak par a,b € I, a < b, velja

f@) 2 fla)+ =—p———@-a) a<z<b
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oziroma, kar je isto

f(A=t)a+tb) > (1—t)f(a)+tf(b), 0<t<1

Slika 4.8: Geometrijska interpretacija konkavnosti s sekanto
Opomba: Podobno kot prej, ti neenakosti pomenita, da na vsakem intervalu
[a,b] C T graf funkcije f lezi nad sekanto skozi tocki (a, f(a)) in (b, f(b)).
Trditev 29 Naj bo funkcija [ odvedljiva na intervalu .

1. Funkcija f je konveksna na T natanko tedaj, ko za vsak par a,x € T velja:
(+) f(x) > fa) + ['(a)(x = a)
2. Funkcija f je konkavna na T natanko tedaj, ko za vsak par a,x € T velja:
f@) < f(a) + f'(a)(z — a)

Opomba: Ker je
y=f(a)+ f'(a)(z —a)
enacba tangente na graf f v tocki (a, f(a)), neenakost (%) pomeni, da je graf f

povsod na Z nad to tangento.

Slika 4.9: Geometrijska interpretacija konveksnosti s tangento
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Dokaz: 1. (=) Naj bo f konveksna na Z in naj bo a,z € Z, a < z. Naj bo

a <z < x. Tedaj je

1@ < fa) + LW g,
torej
W@ —a) < f(z) - f(a)

V limiti, pri £ — a, dobimo

f'(a)(@ —a) < f(z) - f(a),

torej izraz (x). Enak sklep velja v primeru, ko je z < a.

(<) Naj velja (x) za vsaka a,b € Z. Izberimo a,b,x € T, a < x < b. Teda]
sta zaradi (x) tocki (a, f(a)) in (b, f(b)) obe nad tangento na graf f skozi tocko
(z, f()), kar pomeni, da je vsa daljica s krajiscema (a, f(a)) in (b, f(b)) nad
omenjeno tangento. To pa pomeni, da je tocka (z, f(x)) pod to daljico, torej je
totka (z, f(z)) pod sckanto skozi (a, f(a)) in (b, f(b)). Ker je bil z, a <z <b
poljuben, to pomeni, da na [a, b] graf funkcije f lezi pod sekanto skozi (a7 f(a))
in (b, f(b)). Torej je f konveksna na Z.

2. Podobno kot 1. O

Izrek 41 Naj bo [ odvedljiva na intervalu T C R. Potem je f konveksna na T
natanko tedaj, ko je f' naraséajoca funkcija na T in je konkavna na T natanko

tedaj, ko je [’ padajocéa funkcija na T.

Dokaz: (=) Naj bo f konveksna na Z, a,b,z € Z, a < & < b. Naj bo
k = (f(b) — f(a))/(b — a) smerni koeficient sekante skozi tocki (a, f(a)) in
(b, f(b)). Ker je f konveksna, je f(z) < f(a)+k(z—a) = f(b)+ k(x—b). Torej
o (F@) — F(@)/(z —a) < k. kerje 2 —a > 0 in (f(x) — F(5))/(x —b) > k,
ker je x — b < 0. V limiti, pri  — a, dobimo iz prve neenakosti f'(a) < k in v
limiti, pri & — b, iz druge neenakosti f’(b) > k. Sledi f'(a) < k < f/(b), torej

f'(a) < f'(b), torej f’ res narasca na Z.
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(<) Naj f’ naraséana Z. Naj bo a,x € Z, a < x. Tedaj po Lagrangeevem

izreku obstaja &, a < £ < z, da je

f(z) = f(a)

Tr—a

= f'(§) = f'(a)

(desna neenakost je posledica tega, da f’ na Z narasca.) Ker je z > a, sledi

f(z) = f(a) > f'(a)(z — a). Podoben sklep naredimo pri « < a in dobimo

f@) = fla)+ f'(a)(z —a), z€Z
Funkcija f je torej konveksna. Konkavnost pokazemo na podoben nacin. O

Posledica 23 Ce je funkcija f dvakrat odvedljiva na I, je f konveksna na T
natanko tedaj, ko je f"(x) > 0 za vsak x € T in je konkavna natanko tedaj, ko

je f"(x) <0 za vsak x € T.

Dokaz: Naj bo f dvakrat odvedljiva na Z. Iz posledice BQlsledi: ¢e je f"/(z) > 0,
je f’ narascajoca. Ce pa je f' narascajoca iz izreka @Il sledi, da je f konveksna.

O

Definicija 74 Naj bo [ definirana na L. Funkcija f ima v tocki a (oz. njen
graf ima v tocki (a,f(a))) prevoj, c¢e obstaja taksen 6 > 0, da je f konveksna

na (a — d,a) in konkavna na (a,a + 0) — ali obratno.

Posledica 24 Ce je f dvakrat odvedljiva na intervalu T in ¢e ima 'y prevoj v
(a, f(a)), je f"(a) = 0. Velja tudi: ée je f"(a) =0 in ce f" pri prehodu tocke

spremeni predznak, je v tocki (a, f(a)) prevoj.

4.7 Skiciranje grafa funkcije

Podali bomo nekaj korakov, ki nam sluzijo kot opora pri konstrukciji grafa realne

funkcije ene spremenljivke.
e Doloc¢imo definicijsko obmocje funkcije Dy.

e Ugotovimo morebitno sodost ali lihost, tj. f je soda, ¢e je f(—z) = f(x)

in liha, ¢e je f(—z) = —f(x).
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e Izracunamo nicle funkcije, tj. tocke z, za katere je f(z) = 0.
e Poiscemo tocke nezveznosti.
e Izracunamo prvi odvod f’.

e Dolo¢imo morebitne navpic¢ne in afine asimptote y = kx + n.

k= lim f'(x), n= lim [f(z)—af'(x)]

z—+o0 z—+o0

e Dolocimo singularne tocke, tj. tocke kjer funkcija ni odvedljiva, ima pa

levi in desni odvod.

e Izracunamo stacionarne tocke, tj. tocke z, za katere je f'(x) = 0.

stranske odvode (¢e obstajajo).

e Dolo¢imo intervale stroge monotonosti, tj. intervale, kjer je f'(x) > 0 oz.

f'(x) < 0. (stacionarne, singularne tocke in poli delijo interval)
e Izracunamo drugi odvod f”.
e Dolocimo lokalne ekstreme.
e Poistemo tocke moznega prevoja, tj. kjer je f”(z) = 0.

e Poigtemo intervale konveksnosti f”/(z) > 0 in konkavnosti f”(z) < 0 ter

tocke prevoja f”(x) =0, tj. kjer f” spremeni predznak.

e S skice grafa poskusamo ovrednotiti minimalno in maksimalno vrednost

funkcije ter njeno mnozico vrednosti.

Zgled: Narisimo graf funkcije f.

_ 223 — 52 + 142 — 6
o 42

f(x)

Pomagamo si z zgornjo zbirko nasvetov.

Zaradi lazjega ra¢unanja zapisemo formulo v obliki:

5 7 3

T
@ =5-1%t9 2=
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Definicijsko obmoéje: Dy = R\ {0}.
Parnost: ni soda, ni liha.
Nicle: f(z) =0o0z. 22 =522 + 14 —6=0 = z=1/2.
Prvi odvod: f'(z) =3 — 55 + & = %.
Asimptote: navpitna v x =0 in afina y = kx +n =2/2 — 5/4.

k= lim f'(x)

z—+o0

o (LT 8
_mJ)rziloo 2 21‘2 1'3

1

Stacionarne tocke: f/(x) =0o0z. 23 -~ Tz +6=0 = z; = -3, f(z1) =
Stranski odvodi: vemo ze lim, o f'(z) = 1/2, lim, 4 f/(z) = 1/2,
limg1o f/(z) = —o0, limy o f/'(z) = oco.

Intervali stroge monotonosti: tri stacionarne toc¢ke in pol delijo interval

na pet obmocij, tj. Z; = (—o00,-3), Zo = (-3,0), Zs = (0,1), Z, =

(1,2), Zs = (2,00). f raste, ko f'(z) > 0 = 2?-Tet6 5 ), tj. ko je

23

x € (1 UZ5 UZs). Podobno, f pada, ko je z € (Zo UZy).
Drugi odvod: f"(z) = —% + & = 2232,

Lokalni ekstremi: za z; = —3 je f”(—3) = —10/27, za 22 = 1 je (1) =
—2, za x3 = 2 je f'(1) =5/16. V21 = =3 in 25 = 1 ima [ lokalni

maksimum, v x3 = 2 pa lokalni minimum.

Kandidati za prevoj: f je dvakrat odvedljiva povsod, razen v x = 0. V

x=9/7je f"(z) =0.
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e Intervali konveksnosti in konkavnosti: f”(z) >0zax >9/7in f’(z) <0
za x < 9/7. Na intervalih (—o0,0), (0,9/7) je f konkavna, na (9/7,00) pa
konveksna. f” spremeni predznak v z = 9/7. V tej tocki ima f prevoj.

£(9/7) = 913,756,

Slika 4.10: Graf funkcije f

e Zaloga vrednosti: Zy = R.

4.8 L’Hospitalovi pravili

L’Hospitalovi pravili uporabljamo za izrac¢un limit oblike lim f(x)/g(z), v
primerih, ko je lim f(z) = 0 in limg(x) = 0 ter primerih, ko je lim f(z) = oo
in limg(x) = co. Pravimo, da je taksna limita nedolo¢ene oblike ,,0/0” oz.

,»00/00”. Mozno je izracunati tudi limite nedolocenih oblik: ,,c0—00”, ,,0-00",. ..

Izrek 42 (Cauchy) Naj bosta f in g zvezni na [a,b], odvedljivi na (a,b) in naj
bo g'(x) # 0 za vsak x € (a,b). Tedaj obstaja taksna tocka c € (a,b), da je

Dokaz: Najprej dokazemo, da je g(b) — g(a) # 0 (da lahko delimo). Iz La-
grangeevega izreka sledi, da obstaja & € (a,b), da je g(b)—g(a) = ¢'(§)(b—a) # 0
(po predpostavki). Definirajmo:
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Lastnosti funkcije F' so: F je zvezna na [a,b], F je odvedljiva na (a,b) in F(a) =
F(b) = 0. Funkcija F' zado3ca pogojem Rolleovega izreka. Torej obstaja ¢ €
(a,b), da je F'(c) = 0.

oziroma

O

Izrek 43 Naj bosta f in g odvedljivi funkciji na (a,b). Naj bo g(xz) # 0 in
g () #0 za vse x € (a,b). Naj bo

lim f(z) =0
zla
m
li =0.
lim 9(z)
Ce obstaja
f'(@)

im
wla g'(x)’
potem obstaja tudi limita

f(x)

1m
wla g(x)

in obe limiti sta enaki, torej

zea g(x)

/
o
Dokaz: Ker limy|, f(z) = 0 in lim,|, g(z) = 0, lahko funkciji f in g razsirimo
do zveznih funkcij na [a,b) tako, da postavimo f(a) = 0 in g(a) = 0. Naj bo
x € (a,b). Uporabimo izrek @2 za interval [a, z]. Torej obstaja za vsak x € (a,b)
taksen ¢, € (a,z), da je

f'lea) _ fla) = fla) _ f@)
g'(cz)  glx)—gla) g(x)
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Denimo, da obstaja limg |, ¢'(z)/f'(z) = L. To pomeni, da za vsak ¢ > 0

obstaja d > 0, da iz a < x < a + 4 sledi

!
f/(x) — L‘ < €.
g'(z)
Kerjea<z<a+9d,jea<c, <z <a-+d. Torej velja tudi
M — L‘ < 6,
g9(z)
za vsak a < x < a+ 6. Torej je limy 4 f(x)/g(x) = L. O
Zgled:
1.
. eP —cosx . e +sinx 1
hm _—=lm —F = -
z—0 x +sinx z—0 1+ cosx 2
2.
14z —€” .o 1—e"
lim ——— = lim —
z—=0 1 —cosx z—0 sinx
= lim —°
z—0 COS T
=-1

O

Izrek 44 Naj bosta [ in g odvedljivi funkciji na (a,b). Naj bo g(x) # 0 in
g (x) #0 za vse z, x € (a,b). Naj bo

lim f(z) = oo
zla

m
lim g(x) = oo.
lim g(x)

Ce obstaja

o @)
vla g'(z)’

potem obstaja tudi limita

f(x)
zla g(l’
in limiti sta enaki, torej
!/
tim L&)y £(@)
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Dokaz: Najbo L = lim, |, f'(z)/¢'(x). Najbo L < r < g. Obstajac, ¢ € (a,b),
da je
f'(x)
g'(x)
Naj bo a < z < y < ¢. Po izrekud2 obstaja &, z < £ < y, da je
f@) = fly) _ F'©)
g(x) —gly)  9'()

Fiksirajmo y. Obstaja ¢1, a < ¢1 < y, da je g(x) > g(y) in g(z) > 0 za

<r, za a<x<c.

<.

a <z < ¢;. Pomnozimo zgornjo enacbo z (g(z) — g(y))/g(x). Sledi

f@)—f@)<Tg@)—gw)

, a<zx<oec,
g(z) 9()
t].
&<T—TM+M, a<x<cy.
9(x) g(x)  g(x)
Ker gre g(x) — 400 pri & — a, obstaja ¢z, a < ¢2 < ¢1, da je
M<q, a<x<c2
9(x)

Torej, za vsak ¢ > L smo nasli ¢o, da je f(x)/g(x) < ¢, a < x < ¢o. Podobno za
vsak p < L najdemo cs, da je f(z)/g(x) > p, a < & < c3. Iz obeh trditev sledi
dokaz. ]

Posledica 25 Naj bosta f, g, odvedljivi funkciji na (A, o), g(x) # 0, ¢'(z) # 0,
A< x < oo. Najbo
lim f(x)=0

Tr—r00

m

Ce obstaja

potem obstaja tudi limita

i limiti sta enaki, torej
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Dokaz: Predpostavimo lahko, daje A > 0. Najbo F(t) = f(1/t), G(t) = g(1/t)
in 0 <t < 1/A. Tedaj sta F,G odvedljivi funkciji na (0,1/A), ki zadoscata

pogojem izreka @2 Ker je

F) _ a1y A

G't)  g/n)(=1/t)  g(1/t)

in
F(t) _ J(/1)
G(t)  g(1/t)
Ker 1/t — oo < t — 0, posledica sledi iz izreka [43] O
Zgled:
1.
. 222 + 3 . 4x
lim ——— = lim
oo dx? + x4+ 1 2500 8+ 1
=g
_!
2
2.
. o T
lﬁ%xlog:ﬁ = lggn %
1
= lim —&%
210 _%2
=lim —xz
z]0
=0
3.
lima® = L

x 0

log(lim #*) = log L
Og(wlfgx) og

lim1 *) =1 1 =0
li og(x”) lim 2 log

Torej L =1 oz. limg,ox® = 1.
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Zgled: Izracunaj limito

C1)3 —1
/ — lim log(x 1.) ! 6+ 12z .
2 sin” (7x)

Z uporabo L’Hospitalovega pravila dobimo:

1V 2( — 1)1 42
/- lim log(x — 1)*(z — 1) 4z

2 7sin’(nx) cos(mx)

= —0OQ.

Zgled: Izracunaj limito

lim 22 (e*""/’_2 — 1) .

T—r00

Z uporabo L’Hospitalovega pravila dobimo:

_9 —2
Coe T —1 et g3
lim — = lim —
T—>00 =2 z—00 —2p—3
. -2
= lim —e™ "
Tr—r 00
=—1.

ODVOD

¢

4.9 Uporaba odvoda v geometriji v ravnini

4.9.1 Kartezicne koordinate, polarne koordinate

V kartezicnem koordinatnem sistemu vsaki toc¢ki v ravnini priredimo urejen par

stevil (z,y). V polarnem koordinatnem sistemu vsaki tocki (razen izhodiscu)

priredimo urejen par stevil (r, ).

T T

Slika 4.11: Kartezi¢ni in polarni koordinatni sistem
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Polarni koordinatni sistem definiramo tako, da izberemo tocko O (pol) in
poltrak z zacetkom v O (polarna os), slika LTIl Nato izberemo e smer vrtenja.
Vsaki tocki T' v ravnini priredimo dve §tevili r in . Pri tem je r oddaljenost
tocke od O, ¢ pa kot, ki ga daljica OT oklepa s polarno osjo. Ce je r > 0, je ¢
natanko doloc¢en, ¢e zahtevamo 0 < ¢ < 27, sicer je dolo¢en le do mnogokratnika

k-2m, k € Z. Za tocko O kot ¢ ni dolocen.

Obratno: Vsak (urejen) par (r,¢), kjer je r > 0 in 0 < ¢ < 27, natanko

doloc¢a toc¢ko v ravnini.

Oglejmo si 8e zvezo med kartezi¢nimi in polarnimi koordinatami. Obic¢ajno
velja, da je polarna os pozitivna x-os, smer krozenja pa je dolo¢ena od pozitivne
z-0si proti pozitivni y-osi. Ce par (x,y) v kartezi¢nih koordinatah in par (r, ¢)

v polarnih koordiantah predstavljata isto tocko, je

T =T1Cosp

Yy =rsinp.
Seveda je 2 = 22 + y? in, ée x # 0, tudi tgp = g,
Zgled: Mnozice tock v ravnini za oba koordinatna sistema.

r=0

Y S —

0

0

r=0
0

y=20 =0
0
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r=1 r=1

4.9.2 Krivulje v ravnini

Krivulje v ravnini lahko podajamo na ve¢ nacinov.

Eksplicitno podane krivulje

Taksna krivulja je dana kot graf neke zvezne funkcije. Npr. f :Z — R na

intervalu Z.
Ly ={(r,y):2€Z,y= f(a)}.

V tem primeru pravimo, da je krivulja podana eksplicitno z enacho y = f(x),

rel.

Tudi v polarnih koordiantah r, ¢ lahko podamo krivuljo eksplicitno, npr.

kot {(r,¢) : r = f(v),p € T}, torej z enacbo r = f(p), p € L.

Zgled:
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,3
Il
o

©

7 = Ccos2p

Implicitno podane krivulje

Implicitno podana krivulja je podana z enacbo: F(z,y) = 0, kjer je F' dovolj

lepa funkcija, torej kot mnozica

{(z,y) : F(z,y) = 0}.

Zgled:

Parametri¢no podane krivulje

Ogledali si bomo parametriéno podajanje krivulj v kartezicnem koordinat-
nem sistemu. = = f(t), y = g(t), t € [, B]. Predstavljamo si, da se tocka
(f(t),g(t)) s casom ¢ giblje v ravnini. Matematiéno gledano je gibanje v ravnini
opisano s preslikavo F : [a, 8] — R2, in lega tocke v trenutku ¢ je F(t) € R?,

F(t) = (f(t),9(1)).
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Definicija 75 (Poti) Pot v ravnini R? je zvezna preslikava F : T C R —
R2, kjer je T interval. Taksna preslikava je podana s parom zveznih funkcij

fr9:Z — R oz zenacbama x = f(t), y=g(t), t €.

Tir (sled) poti F je njena zaloga vrednosti F(Z) = {(f(t),g(t)) : t € T}.

Spremenljivko t € T imenujemo parameter.

Opomba: 7 se imenuje parametrski interval. Po njem tece parameter t.

Pogosto odvode po parametru oznac¢ujemo s piko (& = ).

Pot je torej preslikava, predstavlja gibanje, tir pa je mnozica v ravnini, ki jo

tocka opise pri tem gibanju.

Pri lepih funkcijah f in g (npr. zvezno odvedljivih) je tir poti F' res krivulja.
V tem primeru imenujemo z = f(t), y = g(¢t) parametricni enacbi krivulje. V
nasem primeru bo krivulja tir poti, ¢ pa parameter. Ce f in g nista dovolj lepi
(sta samo zvezni), tir poti F' ni nujno krivulja. Obstajajo poti, katerih tir je

npr. kvadrat v ravnini (Peanove krivulje).

Omenimo, da ima veliko razli¢nih poti isti tir, tj. isto mnozico je mozno na

veliko nac¢inov opisati s tocko, ki se giblje.

Zgled:

1. KroZnica v implicitni obliki:

Kroznica v parametri¢ni obliki:

t € (0,27
xr = acost

y = asint
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Kroznice ne moremo zapisati kot graf funkcije. Lahko pa jo zapisemo kot

unijo grafov dveh funkcij, tj. zgornja + spodnja polkroznica.

2. Elipsa v implicitni obliki:

t €0, 2]
T = acost
y = bsint
3. Hiperbola v implicitni obliki:
2 2
Y
ﬁ — b_2 = 17 a, b > 0

Hiperbola v parametri¢ni obliki:

x = acosht

desna veja
y = bsinht
x = —acosht )
leva veja
y = bsinht

4. Ciklotda v parametricni obliki:

x = a(t —sint)

y = a(l — cost)

Cikloida je tir, ki ga pri kotaljenju opiSe tocka na obodu kroga.

Zgled: Narisi krivuljo, ki je podana z enacbama

x(t) =1 —t

y(t) = 3t* — 4t 4 1.
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Poiscemo nicle z(t) = 0.

z(t) =13 —t

=tt—-1)(t+1)
Nicle z(t) = 0 najdemo pri t; = —1, to = 0 in t3 = 1. Izra¢unamo odvod ().
() =3t — 1
Poiscemo nicle y(t) = 0.

y(t) = 3t* —4t* + 1

:332—45+1, s =2

Resitvi enacbe 3s2 —4s+1=0sta s; = 1in sy = 1/3. Od tod sledi t4 = —1,
ts = —V/3/3, ts = v/3/3 in t; = 1. Izra¢unamo odvod 7(t).

y(t) = 12t3 — 8t

V koordinatnem sistemu z-y pois¢emo vodoravne in navpicne tangente na graf.

() = YO
1208 -8t
3t2 -1

Tangenta je vodoravna, ko je 3/ (z) = 0, tj. 12t3—8t = 0, pritg = —/6/3, tg = 0
in t19 = v/6/3, in navpicna, ko je 3/ (z) = oo, tj. 3t> —1 =0, pri t;; = —/3/3

intie = \/5/ 3. Zaradi vecje preglednosti zapisemo dobljene rezultate v tabelo.

Tabela 4.2: Vrednosti za @(t), z(t), y(t), y(t)

t —oco -1 —6/3 —V3/3 0 V3/3 V6/3 1 oo
&+ o+ + 0 — 0 - + +
x —oo 0  V6/9 2v3/9 0 —2v3/9 —6/9 0 oo
g - - 0 + 0 ~ 0 + +

0 oo

y oo 0 —1/3 0 1 0 ~1/3
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t “’E
<
8

=

Slika 4.12: Slika parametri¢no podane krivulje

Zgled: Narisi krivuljo, ki je podana z enacho

(22 +42)% = (22 — o).

Vpeljemo polarne koordinate. Zvezo med kartezi¢nimi in polarnimi koordi-

natami x = rcosp, y = rsiny vstavimo v zgornjo enac¢bo. Enacba krivulje je

tako:

(r? cos? @ 4 12 sin” p)? = a*(r? cos? ¢ — 12 sin? )
rt = a®r? cos2¢

r? = a? cos 2p.

Zgornja enakost je definirana samo v primeru, ko je cos2¢ > 0. Iz tega sledi

—g+2kw§2<p§ +2kn, ke{0,1}

P
IA
ES
IA

|
IS
+
3
IN
S
IA

NENFSERSE
+
3
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Slika 4.13: Slika parametri¢no podane krivulje

V nasem primeru najdemo ekstrem povsod, kjer je y'(¢) = 0.

y'(¢) = (rsingp)’
= (a/cos 2¢sin )’

. 9
@ Ccos P/ cos2¢p — P ot i

\/€cos2¢p

Torej
acos cos 2 asingosin 20 _ 0
v v Veos2g
cos g cos2p —sinpsin2¢p = 0
cos p(cos? ¢ — sin? ) — sing - 2singcos = 0
cos? p —3sin p =0
ol L LT
g Y= 3 ¥ = 6
Sledi:
T = ay/Cos2¢p T =TrCcosp y=rsing
I w 7r T,
= —_— = —_— S — = — S111 —
ay/cos 3 a4/ cos = cos a4/cos Z sin =
_a /3 _a /1
2V 2 2V 2
Ekstremi:
max: Ty = (z,y) min: T3 = (—x,—y)
Ty = (—x,y) Ty = (x,—y).
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Nismo $Se natancéno povedali, kaj krivulja sploh je. Definirali bomo gladke

krivulje.

Slika 4.14: Gladke krivulje

Gladke krivulje bodo take, ki so lokalno oblike (a) ali (b).

Definicija 76 Tir poti F = (f,g) : T — R?, kjer sta f in g taksni zvezno
odvedljivi funkciji na T, da je f2(t) + §2(t) # 0 za vsak t € T, bomo imenovali

gladka krivulja. (Po njej lahko potujemo, ne da bi se ustavili.)
Opomba: Gladka krivulja lahko seka sama sebe.
Trditev 30 Naj bo F : T — R? parametrizacija gladke krivulje.

F(t)=(f(t),9(t))
PO+t #0

Naj bo tg € I, potem obstaja taksna okolica Jy tocke ty € Z, da je krivulja

F(Jo) graf neke zvezno odvedljive funkcije nad x-osjo ali y-osjo.

Dokaz: Naj bo to € Z. Vemo f2(to)+g%(to) # 0. Torej vsaj eno od stevil f(to),
g(to) je razliéno od 0. Brez izgube splosnosti lahko recemo f(to) # 0. Ker je f
zvezno odvedljiva funkcija na Z, je f zveznana Z. Torej obstaja okolica J, tocke
to na Z, da je f(to) # 0 na Jo. Brez izgube splognosti lahko recemo f(tg) > 0
na Jo. Torej je f strogo narascajocana Jo. f: Jo — f(Jo) je bijekcija. Torej
obstaja inverzna funkcija ¢ : f(Jo) — Jo. Ker je f odvedljiva in njen odvod
ni enak 0, je ¢ odvedljiva na intervalu f(Jo). Ker je ¢(s) = 1/ (¢(s)), je ¢

zvezna na f(Jp), kar pomeni, da je ¢ zvezno odvedljiva na f(J). Definirajmo
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preslikavo

kjer je & = g o . Torej je
F(J) = (Fo¢)(f(%))

in {(s,®(s)) : s € f(Jo)} graf funkcije P. O

Tangenta in normala krivulje

Naj bo F = (f,g) : T — R? gladka pot, torej naj bosta f, g zvezno odvedljivi
na Z. Naj bo t € T in vsaj eden od odvodov f(t), §(t) razlicen od 0, npr.

f(t) # 0. Torej na intervalu (¢ — d,t + ¢) funkcija f strogo narasca ali pada,
torej f(t+ h) # f(1), |h| < 0.

Slika 4.15: Sekanta skozi tocki (f(t),g(t)) in (f(t+ h),g(t + h))

Enacba sekante skozi tocki (f(¢),g(t)) in (f(t+ h),g(t +h)) je

(Y —g@®)(ft+n) = f(t) = (X = f(£)) (g(t + ) = g(t)).
To enacbo delimo s h in dobimo

(Y—g(t))w = (X - f(t))w.

Naredimo limito leve in desne strani, ko gre h — 0 in dobimo:

FO(Y —g(t) = g(t) (X — £(1)).
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To je enachba tangente na krivuljo v tocki (f(t),g(t)). Podobno sklepamo v

primeru, ko je ¢(¢) # 0 in pridemo do iste enacbe.

Normala na krivuljo v tocki (f(t), g(t)) je premica skozi tocko (f(t), g(t)),

ki je pravokotna na tangento v tej tocki, torej je podana z enacho

gO(Y = g(t) = —f(O) (X — f(1)).

Smerni vektor tangente (f(t),g(t)) in smerni vektor normale (g(t), —f(t)) sta

namrec¢ pravokotna.

Definicija 77 Naj bosta f in g odvedljivi in t taksen, da je vsaj eden od f(t),
g(t) razlicen od 0. Tedaj je tangenta na tir poti F = (f, g) v toc¢ki F(t) premica

z enacbo
(z = f(1)a(t) = (y — 9(t) f(1),

normala pa premica z enacbo
(&= F@®) &) + (v — 9(0)3(t) = 0,
tj. premica skozi F(t), ki je pravokotna na tangento.

Vektor ( f (1), g'(t)) kaze v smeri tangente in je vektor hitrosti pri gibanju v
trenutku ¢. Tangenta je torej premica skozi (f(t),g(t)) in smernim vektorjem
(f(t),g(t)). Tangenta je odvisna le od tira in tocke, ni¢ pa od parametrizacije,
tj., kako hitro se giblje. Ce bi krivuljo v okolici tocke (f(t), g(t)) parametrizirali

drugace, in sicer tako, da bi bil spet eden od odvodov razlicen od 0, bi imeli
z = f(p(7)),
y = g(e(1)),

kjer bi bila ¢ odvedljiva funkcija v okolici 7o in ¢(79) = ¢, ¢(19) # 0. Spet bi

dobili za smerni vektor tangente

(fe)e(m).3(e(m) ().
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ki je seveda kolinearen vektorju (f'(t),¢'(t)).

Opomba: V primerih, ko sta oba odvoda hkrati enaka 0, se lahko zgodi, da

krivulja nima tangente, npr. x = t3, y = t?, v tocki (0,0) nima tangente.

Opomba: Ce je krivulja dana v polarnih koordinatah r = f(p), vzamemo
o za parameter in funkcijo zapiSsemo v kartezi¢nih koordinatah. Glej naslednji

zgled.

Zgled: Naj bo krivulja dana v polarnih koordinatah, » = ¢. Dolo¢i enacbo

tangente na krivuljo v tocki
(7/3cos(/3),7/3sin(r/3)) = (7/6,V31/6).

Parametrizacija te krivulje:

LT
=3
x(t) = tcost,
y(t) = tsint.

Odvoda z in y po parametru t sta:

T = cost —tsint

mV3

52

1
2
y =sint —tcost

\/3771

5 33

Vse to vstavimo v enacbo tangente na krivuljo, dobimo:

1 7wV3 7T\/§ \/5 w1 w1
<§_§7> (y_§7> B <7+§§> (x_§§>’

9y—|—2772:9\/§x+37r (ac+\/§y),

_ —37x — 93z + 272
Y 3 (=34 v/3m)




Poglavje 5

Integral

Naj bo funkcija f odvedljiva na intervalu Z. Tedaj je tudi f’ funkcija, definirana
na intervalu Z. Denimo, da f’ poznamo. Kako priti do funkcije f? Ali je vsaka

funkcija na Z odvod kaksne funkcije?

5.1 Nedoloceni integral ali primitivna funkcija

Definicija 78 Funkcija F', definirana na intervalu I, se imenuje primitivna
funkcija oli nedoloéenti integral funkcije f, ce je na I funkcija [ enaka

odvodu funkcije F; torej c¢e velja
F'(z) = f(z) zawvsak v €T.
Zgled: Naj bo f(z) = x in F(x) = 12%. Funkcija F je nedoloceni integral

funkcije f. O

ODb tem se vprasamo: Katere funkcije f na Z imajo primitivne funkcije?

Koliko primitivnih funkeij ima lahko dana funkcija f7

Zgled: Naj bo funkcija f dana s predpisom

-1<z<0,

-1, O0<z<l.
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Denimo, da je F' njena primitivna funkcija, torej F'(z) = f(x) za vsak z €
(—1,1). Funkcija F' je zvezna na [—a,a| za vsak a, 0 < a < 1. Zato doseze v
¢, —a < ¢ < a, svoj maksimum na [—a,a]. Ker je f(—a) = F'(—a) =1, F v
tocki —a narasca. Podobno, F' v tocki +a pada. Torej je ¢ notranja tocka. Tako
obstaja ¢, —1 < ¢ < 1, da je F'(c) =0, tj. f(c) =0, protislovje. Torej f nima

primitivne funkcije. O

Opomba: V zgornjem zgledu f ni bila zvezna. Kasneje bomo dokazali, da ima

vsaka zvezna funkcija primitivno funkcijo.

Izrek 45 Naj bo F' primitivna funkcija funkcije f na intervalu Z. Tedaj je za

vsako konstanto C' tudi funkcija G,
G(x)=F(x)+C, xze€l

primitivna funkcija funkcije f.
Naj bo H poljubna primitivna funkcija funkcije f. Tedaj obstaja taka konstanta
D, da je

Dokaz: G'(z) = (F(z) +C) = F'(z) + C' = F'(z) = f(z). G je primitivna
funkcija. Naj bo H primitivna funkcija funkcije f, tj. H'(z) = f(z)( = F'(2)).
Definirajmo funkcijo K (x) = H(x) — F(x). Sledi: K'(z) = H'(z) — F'(z) =0
na Z, torej je K konstantna, torej K(x) = D. Torej H(z) = F(x) + D za vse
rel. U

Oznaka: Ce je F primitivna funkcija funkcije f, je diferencial

oziroma

Zato pisemo tudi
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Pozneje, ko bomo v integriranje uvedli novo spremenljivko, bomo videli, da je
takSen zapis zelo pripraven. I je torej funkcija, katere diferencial je f(x)dx.

Integriranje je torej nasprotna operacija diferenciaranju.

5.1.1 Nedoloceni integral elementarnih funkcij

V tabeli Bl je navedenih nekaj elementarnih funkeij in njihovih nedoloc¢enih

integralov.
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5.1.2 Pravila za integriranje

Ker je integriranje nasprotna operacija odvajanju, pravila za integriranje sledijo

iz pravil za odvajanje.

1.
[ @ +g)de = [ s+ [ gz
2.
/()\f)(x)dx = )\/f(x)dx, A je konstanta
3.

/()\f + pg)(x)dx = )\/f(x)dx + ,u/g(x)dx, A, i sta konstanti
4. Integractja po delih (per partes) Ce sta f in g odvedljivi funkciji, velja

/ (@) (@)dz = f(2)g(z) - / o) ' (x)de

/udvzuv—/vdu.

Dokaz: Iz formule za odvod produkta

ali krajse

(F@)9(@)) = f'(2)9(x) + f(2)g ()
sledi
F@ate) = [ (F@o) + 5@ @)
- / £ (@)g(@)de + / f(@)g (@)de,

torej

/ @) (@)dz = f(x)g(x) - / o) f'(@)dz.

Zgled: Izracunajmo nedoloceni integral

/xe‘”dx‘
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Vzemimo
u=uz, dv=e"dx
du =dx, v=-e¢€".
Po zgornji formuli sledi
/ze:’:dx = xe® — /exdcc
=zxe’ —e" +C

=e"(x—1)+C.
%

5. Uvedba nove spremenljivke. Naj bo F' primitivna funkcija funkcije f in ¢

taksna odvedljiva funkcija, da je F o ¢ definirana. Tedaj je

(Fog)(t)=F'(o(t)¢'(t)

= fe®)¢' (),
torej
Flplt) + C = [ F(elt) o'ty

To formulo uporabimo takole: Dana je funkcija f. Denimo, da poznamo

Gt = [ £(e)e O,
kjer je ¢ obrnljiva funkcija. Potem velja:

F(z) = G(p ' (2)).
Zgled: Izracunajmo nedoloc¢eni integral
/ dx
V2 —a?’

Vpeljemo novo spremenljivko t? = x2 — a2, Pri tem 22 = t? + a2, dz =

tz~1dt. Dobimo

/ dz B / dt
ot —a ) 2 +a?
1 dt

@) () +1



152 POGLAVJE 5. INTEGRAL

Se enkrat vpeljemo novo spremenljivko, s = ta~!. Pri tem ds = o~ 'dt.

Od tod sledi
Lo 1] e
a? (%)2+1_a s24+1
1arctgs—ﬁ—C’
a
= éarctg (é\/ﬂ) +C.

Isti integral lahko resimo tudi s substitucijo = ¢t~1. Pritem dx = —t~2dt.

Sledi

dx / dt
/x\/aﬂ—az B V1= (at)?
Se enkrat vpeljemo novo spremenljivko s = at. Pri tem ds = adt. Dobimo
/ dt 1 / ds
V1= (at)? a) 1-—s2
1 ~
= ——arcsins + C
a
1 -
— —~ arcsin 2 +C.
a x
Opomba: Pri uvajanju nove spremenljivke na oba nac¢ina dobimo na videz

povsem razli¢na rezultata, vendar imata obe primitivni funkciji enaka

odvoda, zato se rezultata razlikujeta samo za aditivno konstanto. %

Zgled: Izracunajmo nedoloceni integral

1
/ ngdx.
T

Vpeljemo novo spremenljivko ¢ = logx. Pri tem z = ¢!, dr = e'dt. Torej

1 t

/ ngdx:/—tetdt
T e
:/tdt

|

|
+
Q
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5.1.3 Metode za racunanje nekaterih nedoloc¢enih integralov

Integral racionalne funkcije

/ ggz; dz, P(z),Q(z) polinoma z realnimi koeficienti
x

i) ¢e je st (P(xz)) > st (Q(z)), ju delimo in dobimo
P(x) = R@)Q() + T(x)

P(x) T(x)
Q(z) Q(x)’
pri ¢emer je st (T(z)) < st (Q(z)). Naprej sledi:

/gg;dzz/R(:c)d:cjh/gg;dz.

i1) poiscemo vse nicle polinoma Q(z).

= R(x) +

e polinom @Q(z) ima vse nicle realne
Q(z) = a(z — )" (z — 22)* ... (x —ap) "

Potem lahko izraz T'(x)/Q(z) zapiSemo:

T Al Al A}
(x) _ Loy 2 St %—F
Q) z—x1 (x—a1) (x —xqp)k
A2 A2 ,
+ L+ 2 +..., A’ so realna stevila

(x—22) (z—x9)? J

Zgled: Izracunajmo nedoloc¢eni integral

dr +1
/ (x4 1)%(z— 2)d:C

Razdelimo integrand na parcialne ulomke.

dr +1 A . B n C
(x+1)2(zx—2) 2+1 (z+1)2 2-2

Iz enacbe

dr+1=A(x+1)(z —2) + B(x —2) + C(z + 1)
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dobimo s primerjavo koeficientov pri 2, x in konstanti: A = —1, B = 1,

C =1. Od tod

4r +1 -1 1 1
| erire—at = et [ et [ et

1
=—loglz+ 1] — —— +loglz — 2|+ C

x+1
1 xr—2
= — 1 O-
x+1+ 8 x+1’+

e polinom Q(z) ima tudi kompleksne nicle (ki nastopajo v konjugiranih

parih). Q(z) ima realne koeficiente.

A B Cx+ D

+ 7. 2
xr— T — T ¢+ pxr+q

Zgled: Izracunajmo nedoloc¢eni integral

/3—$dx‘
1423

Razdelimo integrand na parcialne ulomke.

3x 3x
T+a3  (z+1)(2—x+1)
A Bx+C
ac—|—1+ac2—ac—|—1

Iz enacbe

3r=A@* —2+1)+ Bz +C)(z+1)
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dobimo A = -1, B=1, C = 1. Sledi:

3x —1 r+1
= _dr = d —d
/1+:c3x /:c—|—1 x+/$2_x+1:v
20 — 1

1
= —1 1 — —d
oglr + |+2/IQ_I+1 T+

3
2
———d
+/:c2—:c—|—1 v
1
:—log|x+1|+§log|x2—x+l|+

5 [ oo rds
2/ (@=3)+1%

* 1
:)—log|x+1|+§log|x2—x+1|+

+ —-— — — = + D

1
:—log|x+1|+§log|x2—z+1|+

+ \/garctg {% <1:— %)} + D,

—~

Pri tem smo v (xx) upostevali:

t:l x—l in dxzédt.
V3 2 2

Integrali kotnih funkcij

Zgled: Izracunajmo nedoloc¢eni integral

1
— dx.
asin® z 4 bcos? x

155
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Ker v integrandu nastopajo sode potence funkcije sin in cos, vpeljemo novo

spremenljivko t = tg x.

2

sinz +cos?z =1
9 1
tg m+1:—2
cos? x
1
cos?x = ——
1+ t2
2
sin2x:t—
1+ 2
1
dt = dr = do=-——=dt
cos? x 1+¢2

Torej

1 1
—5 5 dx = . dt
asin”x + bcos? x (a#—&—b#) (1+t2)

1
- / at? +bdt

_wetg(ter)

Vavb
Algebraicne funkcije

Zgled: Izracunajmo nedoloceni integral

1
— dux.
/ Vo + )2
Vpeljemo novo spremenljivko z = t5. Od tod sledi dz = 6t°dt,

1 6t°
| o= | wem

6t
:/ OESVER

Integrand razdelimo na parcialne ulomke

66 A N B
t+1)2 t+1 (t+1)2

6t 1 1
[arme=o | me-o e

6
=6log|v 1|+ —— .
6 log |/ + \+%+1+C

= A=6, B=-6.

Sledi
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5.2 Doloceni integral

Naj bo f pozitivna zvezna funkcija na zaprtem intervalu [a,b]. Na pojem
dolocéenega integrala naravno pridemo, ¢e se npr. vprasamo: kako izracunati

ploscino lika, omejenega z grafom te funkcije, xz-osjo in premicama x = a in

x =b?
f(x) I
f(&4) o=
f(&3) e
f(&2)
f&) f
azxo‘ azl‘xz | x3 | 24=0b7%
1 2 & &

Slika 5.1: Riemannova vsota je vsota plos¢in pravokotnikov

Na z-osi izberemo delilne tocke
a=x9<x1 <...<Tp_1<xp=0>0,
tj. tocke, ki razdelijo interval [a, b] na n-kosov. Najbo za vsak k, k € {1,2,...,n},
Tp — Tp—1 = Ok

dolzine k-tega kosa podintervala intervala [a,b]. V vsakem podintervalu izbe-

remo neko tocko &, torej
&k € [xp—1, k], ke{l,2,...,n}.

Ploscéina k-tega pravokotnika je enaka f(&)dk, slika Bl Vsota ploséin vseh

pravokotnikov pa je

3

f(€1)01 + f(&2)02 + ...+ f(€n)dn = ) [(&k)Ok-

k=1
To je priblizek za plos¢ino zgoraj opisanega lika. Plosc¢ina je enaka limiti teh
priblizkov, ko gre dolzina najdaljSega intervala proti 0 (pri tem pa seveda

stevilo delilnih tock ¢ez vse meje). Zgornjo vsoto lahko zapiSemo za vsako



158 POGLAVJE 5. INTEGRAL

funkcijo, definirano na [a,b]. Imenujemo jo Riemannova vsota. Odvisna je

od delitvenih tock in izbire ;.
Definicija 79 Naj bo [ definirana na [a,b]. Razdelimo [a,b] na n-kosov,
a=x0 <21 <...<Tp_1<Typ=>0,

in v vsakem kosu [x_1, x| izberimo tocko & :

EkE[l'k;,l,l'k;}, kG{l,Q,.‘.,’n}.
Izraz
D)k —ae) = > (&)
k=1 k=1
imenujemo Riemannova vsota funkcije f, prirejena delitvi D = {x1,x2,...,x,}

wn izbiri tock . Pri tem je
O = T — Thp—1
dolzina k-tega kosa intervala [a,b].

Definicija 80 Naj bo f funkcija definirana na [a,b]. Njene Riemannove vsote
konvergirajo proti limiti I, ko gre dolzina najdaljsega intervala proti 0, ce za

vsak (Se tako majhen) € > 0 obstaja 6 > 0, da je

<&,

> &)k — 1
k=1

za vsako delitev D, pri kateri je dolzina najdaljsega intervala manjSa od 0, tj.

max O <0
ke{1,2,...,n}

i vsako izbiro tock &y.

Definicija 81 Ce za funkcijo f, definirano na [a,b], obstaja limita I Rieman-
novih vsot, ko gre dolZina najdaljSega intervala proti 0, pravimo da je funkcija
na intervalu [a,b] integrabilna, limito I pa imenujemo doloéeni integral

funkcige f v mejah od a do b in pisemo:

- / " Ha)de.
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Stevilo I imenujemo tudi Riemannov integral oz. doloéeni integral

funkcije f na [a,b)].

Zgled: Naj bo funkcija f, s formulo f(x) = 1/22, definirana na intervalu [a, b],

0 < a < b. Direktno iz definicije bomo izrac¢unali f; 1/x2dx.
Naj bo D delitev, a = zg < 1 < ... < x, = b. Izberimo si & na prav

poseben nac¢in. Naj bo & = /Tr_17k (tj. geometritna sredina Stevil zj_; in

:Uk) in 5k =Xk — Tk—1-

£ ()6 = gém )
k

Tk — Tk—1
Lp—1Tk
1 1
Tk—1 Tk

Torej je Riemannova vsota za to delitev in to izbiro tock enaka:

- 11 11 11
Sren=(-z)+ (5 -2) -+ (553)

Pri tej izbiri tock & je Riemannova vsota vedno enaka 1/a—1/b. Ce torej limita
I Riemannovih vsot obstaja, mora biti I = 1/a — 1/b.

Dokazimo Se, da Riemannove vsote res konvergirajo k I. Naj bo ¢ > 0. Ker
je f zvezna na zaprtem intervalu [a, b], je na tem intervalu enakomerno zvezna.
Obstaja torej & > 0, daje |f(Z)—f(z)| < ¢/(b—a), ¢im je |T—x| < 0, Z,x € [a,b].
Naj bo D poljubna delitev, pri kateri je maxdy < 0. Naj bo § = \/Tp—_1Tk, &

pa poljubna tocka intervala [xp_1,xk]. Jasno je
|§~k—§k| <Xl —Xp_1 =0 <0
in zato po zgornjem sledi:

|f(ék)—f(§k)|<ﬁ7 ke{1,2,...,n}.
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Ocenimo razliko

DG =T = > (G — Y f(Er)dn
k=1 k=1 k=1
< Z £ (&) — f(&)I0k
k=1
c n
< b a ;(M
€
=5 a(b —a)
=ec.

Sklep: Funkcija f, dana s predpisom f(z) = 1/22, je integrabilna na [a, b] in je

/  fla)dr =

, 0<a<b.

SR
S| =

O
Izrek 46 Ce je funkcija f integrabilna na [a,b], je funkcija f na [a,b] omejena.

Dokaz: Naj bo f na [a,b] integrabilna. Recimo, da f ni navzgor omejena. Naj

bo € > 0. Naj bo I integral funkcije f. Tedaj obstaja 6 > 0, da je

(%)

<e, ¢im je maxdg < 6.

> F&)o—1
k=1

Najboa =z9 < 1 < ... < x, = b neka delitev, kjer je dolzina maxdy < d.
Tedaj velja (x) za vsako izbiro tock & € [xr_1,x]. Ker f ni navzgor omejena,
lahko vsaj na enem od intervalov [zy_1,x)] izberemo &, tako, da bo f(&k,)
poljubno veliko pozitivno stevilo, torej tudi f(&x,)dx poljubno veliko pozitivno
stevilo. To pa je v protislovju z (). Protislovje kaze, da je zacetna pred-
postavka, da f ni navzgor omejena, napacna. Torej je funkcija f navzgor ome-

jena. Podobno pokazemo, da je funkcija f navzdol omejena. O

Vpragamo se: Katere omejene funkcije na [a,b] so integrabilne? Ce je f
integrabilna, kako morda na preprost nacin izracunati f: f(x)dz? Za odgovor na
prvo vprasanje bomo razvili geometri¢no sredstvo, ki mu pravimo Darbouxove
vsote oz. Darbouxov integral. Odgovor na drugo vprasanje pa bomo spoznali

nekoliko pozneje.
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5.3 Darbouxove vsote

f(x) f(x)
My -
my ]\Jg
Ff Ff

m3 ]ng

mo M1

M7

01 | 0a| 03 | &4 01 |02 | 03 | 04
a£z0x1 To T3 Ty =b T a£z0x1 X0 T3 Ty =b T

Slika 5.2: Spodnja in zgornja Darbouxova vsota

Naj bo f omejena na [a,b]. Naj bo
m = inf { f(z) : = € [a,b]}

M =sup {f(z):z € [a,b]}.

D naj bo poljubna delitev

a=r0<x1 <...<xp_1 <xy =0>0

Naj bo
my, = inf {f(z) : @ € [y, 2]}
in
My =sup {f(z): x € [xp—1,2x]}-
Jasno je
m < my < My < M, ke{1,2,...,n}.
Vsota

mi101 + modo + ... +mudy,

je natan¢no dolocena z delitvijo D. Imenujemo jo spodnja Darbouxova vsota,

prirejena delitvi D. Oznac¢imo jo s(D).

s(D) ::Zm;.cék7 ke{1,2,...,n},
k=1
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pri tem je

5k: =X — Tk—1-

Zgornja Darbouxova vsota, prirejena delitvi D, je
S(D):=> M, ke{l,2,... n}
k=1

Vedno velja

s(D) < 5(D),

ker je m < my < My < M za vsak k in zato tudi
k=1 k=1 k=1 k=1

Torej

m(b—a) < s(D) <S(D) <M((b-—a).

Na sliki je plos¢ina osencenega lika na levi enaka spodnji Darbouxovi

vsoti, plo§¢ina na desni pa zgornji Darbouxovi vsoti.

Definicija 82 Delitev D’ je nadaljevanje delitve D (pravimo, da je delitev D’
finejsa od delitve D), ¢e delitev D' vsebuje vse delitvene tocke delitve D, tj. ce
jeDCD.

Izrek 47 Najbo D C D'. Tedaj je s(D) < s(D'), S(D’) < S(D), tj. pri prehodu

na finejso delitev se spodnja vsota ne zmanjsa, zgornja vsota pa se ne poveca.

Dokaz: Delitev D’ lahko dobimo iz delitve D tako, da dodajamo po eno tocko
naenkrat. Zato je dovolj dokazati izrek za primer, ko ima D’ natanko eno tocko
vec od D.

Naj bo a} € (x;—1,2;) nova delilna tocka. Razdelimo [z;_1,2;] na dva
dela, tj. [xi—1,2}] in [z}, 2;]. Naj bo m; = inf{f(x),z € [x;_1,2}]}, M| =
sup{f(z),z € [xi—1,x}]} in m] = inf{f(z),x € [z}, ]}, M] = sup{f(z),z €
[}, 2;]}. Na skupnih intervalih delitve D’ in D imata vsoti s(D’) in s(D)

iste ¢lene. Na i-tem intervalu ima s(D) ¢len m;d;, s(D’) pa ima dva clena:
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my (2] — xi—1) in my (z; — x}). Ker je mj > m; in mj’ > m;, sledi
m(w; — mi—1) +my (2 — x7) > my(a] — zio1) +mg(x; — ;)
— (e, — T + 71— 70)

= m;0;.
Sledi s(D’) > s(D). Podobno velja za S(D’) < S(D). O
Izrek 48 Naj bosta D in D’ poljubni delitvi. Tedaj je s(D) < S(D').
Dokaz: Ce je D =D’ je ocitno. Ce pa je D # D', je po prejsnjem izreku:

s(D) < s(DUD')<S(DUD)<S(D)

Opomba: Ker je za vsako delitev
S(D' < M(b—a),

sledi, da so spodnje vsote navzgor omejene z M (b — a). Podobno so zgornje

vsote navzdol omejene z m(b — a). Obstajata torej konéni Stevili
I = sup {s(D) : po vsch delitvah D}

in
I, = inf {S(D) : po vseh delitvah D}

Ker je s(D) < S(D’) za vsak D in D', sledi I < Is.

Definicija 83 Naj bo f omejena funkcija na [a,b]. Funkcija f je integrabilna
po Darbouzu, ce je supremum mnjenih spodnjih vsot enak infimumu njenih

zgornjih vsot, tj. ce je I = Is.

Se enkrat se spomnimo na definicijo (Riemannovega) integrala. Pokazali
bomo, da je f (Riemannovo) integrabilna natanko tedaj, ko je integrabilna po

Darbouxu.



164 POGLAVJE 5. INTEGRAL

Izrek 49 Omejena funkcija f je na [a,b] integrabilna po Darbouzu natanko

tedaj, ko za vsak € > 0 obstaja taksna delitev D, da je:
|S(D) — s(D)| < e.
Dokaz: (=) Recimo, da je f integrabilna po Darbouxu. Potem je
ILi=1, oz I:=sups(D)=infS(D).

Naj bo € > 0 poljubno majhen. Ker je I = I;, obstaja taksna delitev Dy,
da je [s(D1) — I| < €/2. Ker je I = Iy, obstaja taksna delitev Dy, da je
|S(D2) — I| < /2. Sledi:

S(Dz) — s(D1) = |S(Dz2) — s(D1))|
< [s(D1) —I| + |I — S(D2)|

<S4t
2 2

Naj bo D =Dy UD;. Vemo: s(D;) < s(D) in S(D) < S(D3). Zato je
S(D) — s(D) < S(D3) — s(Dy) < e.

(<) Naj za vsak £ > 0 obstaja taksna delitev D, da je |S(D) — s(D)| < e.
Ker je s(D) < I < Iy < S(D), sledi, da za vsak € > 0 velja |I; — I;| < € oz.

I, = I,. Torej je f integrabilna po Darbouxu. U

Izrek 50 Vsaka na [a,b] zvezna funkcija je integrabilna po Darbouzu.

Dokaz: Naj bo f zvezna na [a,b]. Tedaj vemo, da je f na [a,b] enakomerno
zvezna in omejena. Naj bo € > 0 poljubno majhen. Ker je f enakomerno
zvezna na [a, b], obstaja taksen § > 0, da je |f(Z) — f(x)] < /(b — a), ¢im je
|z — x| <, Z,x € [a,b]. Naj bo D delitev, pri kateri je dolzina najdaljsega
intervala manjsa od . Ce sta Z,z na enem od podintervalékov [Tk—1, 2], je

|f(@)—f(z)| <e/(b—a)in zato |My—my| <e/(b—a), zavsak k € {1,2,...,n}.
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Ker je >°7_, 0r = b—a, sledi, da je

Po izreku 49 sledi, da je f integrabilna po Darbouxu. 0

Opomba: Dovolj je predpostaviti, da je f zvezna na (a,b) in omejena na
[a,b]. Naj bo n > 0 majhen. Na [a 4+ n,b — 7] je f enakomerno zvezna. Naj bo

D={a=xp,a+n=a1 <22 <...<Zp_1=>b—n,x, =>} delitev. Tedaj je

n—1

S(D) = s(D) = (My = ma)n+ (M, — mn)n + Y (My — my)y
k=2
poljubno majhen, ¢e je delitev dovolj fina. Pri tem je vsota prvih dveh ¢lenov

najve¢ 2(M — m)n. Ce je torej delitev dovolj fina, je S(D) — s(D) poljubno
majhna. Torej je f integrabilna po Darbouxu na [a, b].
Izrek 51 Vsaka na [a,b] monotona funkcija je integrabilna po Darbouzu.
Dokaz: Naj bo f monotona, npr. naraséajoc¢a na [a,b]. Naj bo D = {a = z¢ <
ap < ... <z, = b} delitev. Tedaj je m = f(a), M = f(b) in My —my <
f(z) — flag—1). Zato je

S Z Mkék — Z mkék

k=1

= > (My —mg)d
=1

3

<> (flar) = flan-1))0%
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kjer je ¢ dolzina najdaljsega intervala. Sklep: Ce je dolzina najdaljsega intervala

enaka 9, je
S(D) - s(D) <6(f(b) — f(a)) = 6(M —m),

kar pa je poljubno majhno ob dovolj fini delitvi, tj. ob dovolj majhnem §. Torej
za vsak € > 0 lahko najdemo delitev D, da bo S(D) — s(D) < e. Delitev seveda
vzamemo tako fino, da je 6(M — m) < e. To pomeni, da je f integrabilna po

Darbouxu. 0

Izrek 52 Naj bo f omejena na [a,b] in a < ¢ < b. Tedaj je [ integrabilna po
Darbouzu na [a,b] natanko tedaj, ko je po Darbouzu integrabilna na |a, c] in na

[c, b].

Dokaz: (=) Naj bo f integrabilna po Darbouxu na [a,b]. Pri danem ¢ > 0
izberemo delitev D, da je S(D) — s(D) < . ¢ naj bo delilna tocka. Velja S(D)—
5(D) = Y (M — mp)dk + 32" (My, — my,)d, kjer so z ' oznaceni podintervali iz
[a,c] in z " podintervali iz [c, b]. Ker sta sumanda nenegativna in je njuna vsota
manjSa od &, sledi, da je Z/(Mk —mg)0 < € in Z//(Mk —my)op < e. Ker
je ' razlika med zgornjo in spodnjo Darbouxovo vsoto na [a, c] in 3" razlika
med zgornjo in spodnjo Darbouxovo vsoto na [c,b], sledi: za vsak £ > 0 lahko
najdemo delitvi [a, ] in [c, b], da sta razliki med zgornjo in spodnjo Darbouxovo
vsoto za vsakega od teh intervalov manjsi od €. Torej je f res integabilna po
Darbouxu na [a, ¢| in [c, b].

(<) Naj bo f integrabilna na [a,c] in [¢,b]. Naj bo € > 0. Obstaja delitev
intervala [a,c], da je S (M), — my)d, < €/2, in delitev intervala [c,b], da je
S (My — my)dr, < €/2. Iz obeh delitev sestavimo delitev intervala [a, b], od

koder dobimo:

> (M, — )i

= E&.

D (My=mi)de = '+

e e
2 2
Ker je bil € > 0 poljuben, sledi, da je f integrabilna po Darbouxu na [a,b]. O

Trditev 31 Naj bo f omejena na [a,b] in naj obstajajo taksna Stevila ¢;, da je:

a=c<c1<...<c.=b



5.3. DARBOUXOVE VSOTE 167

in, da je f zvezna na vsakem odprtem podintervalu (c;—1,¢;), i € {1,2,...,r}.

Tedaj je f integrabilna po Darbouzu na intervalu [a,b].

Slika 5.3: Nezvezna in Se vedno integrabilna funkcija

Dokaz: Opomba k izreku B0 nam pove, da je f integrabilna po Darbouxu na

vsakem zaprtem podintervalu [¢;—1,¢;], i € {1,2,...,r}. Trditev sedaj sledi iz
izreka O

Izrek 53 Naj bo f integrabilna po Darbouzu na [a,b]. Za vsak € > 0 obstaja
0 >0, da je S(D) — s(D) < € za vsako delitev D, pri kateri je maxdy < 0, tj.,

pri kateri je dolZina najdaljSega intervala manjsa od 0.

Dokaz: Ce je M = m ni kaj dokazovati. Naj bo torej M # m. Naj bo
e > 0. Ker je f integrabilna po Darbouxu na [a,b], obstaja delitev Dy, da
je S(Do) — s(Dy) < €/2. Naj bo delitev Dy sestavljena iz r tock x}. Naj bo
§ =¢/(2r(M —m)). Naj bo D poljubna delitev, pri kateri je dolzina max dj, < 9.

ZapiSimo
(+) S(D)—s(D) =Y (My —ms)dy
= Z/ + Z”(Mk — mk)5k,

kjer je Z/ vsota po tistih delnih intervalih delitve D, ki ne vsebujejo nobene a7
v svoji notranjosti, E" pa vsota po preostalih intervalih. V tej drugi vsoti je
najve¢ r sumandov, vsak od teh sumandov pa je < (M —m)d = ¢/(2r). Torej je
vsota 32" < re/(2r) = £/2. Dy UD je nadaljevanje delitve Dy, zato je po izreku
EQ S(DyUD) — s(DyUD) < /2. Vsota 3. je del vsote S(Dy UD) — s(Dy UD).
Nanasa se na tiste podintervale iz D, ki ne vsebujejo tock delitve Dy v svoji

notranjosti in so zato ti delni intervali tudi delni intervali delitve Dy U D. Od
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tod sledi, da je tudi prvi sumand v (x) manjsi od £/2. Iz (*) sledi, da je
S(D) — s(D) < ¢, za vsako delitev D, za katero je max dy, < J. O

Definicija 84 Naj bo [ na [a,b] integrabilna po Darbouzu, torej je

sups(D) = I = I, = inf S(D).
D D

Stevilo I = I = I, imenujemo Darbouzov integral funkcije f na [a, b].

Izrek 54 Funkcija je na [a,b] integrabilna natanko tedaj, ko je na [a, b] integra-
bilna po Darbouzu. Ce se to zgodi, je doloceni integral funkcije f na [a,b] enak

Darbouxovemu integralu.

Dokaz: (=) Naj bo f integrabilna (tj. integrabilna v smislu dolocenega, tj.
Riemannovega integrala) in naj bo I = fab f(x)dxz. Naj bo e > 0. Po definiciji

Riemannovega integrala obstaja § > 0, da je

> F(&R)dk —
k=1

za vsako delitev, pri kateri je maxdy < 9, in za vsako izbiro tock &. Sledi, da

(%)

Il <2
3

je
€

n
kadk I <
k=1

Ce bi namreé bilo [Y")_, mié, — I| > §, potem bi veljalo [Sp_, myé), — I| >

5 +mn za nek n > 0. Ker lahko na k-tem intervalu izberemo & tako, da je

| f(&k) — my| poljubno majhno, lahko to izbiro naredimo tako, da je

> F(&R)dk - ka5k
k=1

Od tod pa sledi:

<Z\f &k) — mk| 6 <.

n

> &)k — 1

k=1

5k: — I+ kaék — kaék
ka5k - Z (&k)0k — Y mu
k=1 k=1

Y
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To pa je v protislovju z (), torej res velja (xx). Podobno pokazemo

ZMchk -

>|<>(<>(<

C»DI“)

Iz (%) in (% % %) sledi, da je

ZMk—mk < —|—I—ka5k
< g " €
-3 3
<e,

kar pomeni, da je S(D) — s(D) poljubno majhna, torej je f integrabilna po
Darbouxu.

(<) Naj bo f integrabilna po Darbouxu in naj bo Iy = Ir = I’ njen Dar-
bouxov integral. Naj bo ¢ > 0. Po izreku b3 obstaja § > 0, da za vsako delitev

D, pri kateri je maxdy < 6, velja S(D) — s(D) < e. Ker je

D) < 3" F(€)5 < S(D)

k=1
in
s(D) < I' < S(D),
sledi
Z f(fk)ék —I'| <e.
k=1
Torej je f integrabilna na [a,b] in I’ = f flx O

Pomembna opomba: Integrabilnost je torej isto kot integrabilnost po Dar-
bouxu in doloceni, tj. Riemannov integral je enak Darbouxovemu integralu.

Odslej bomo govorili le, da je f integrabilna.

Izrek 55 Naj bo f integrabilna na [a,b] in g zvezna funkcija na [m, M, kjer je
m = inf { f(z) : z € [a,]}

m
M =sup {f(z):z € [a,b]}

Tedaj je F = go f integrabilna na |a, b].
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Dokaz: Ce je M = m, ni kaj dokazovati. Naj bo M # m in naj bo ¢ > 0
poljubno majhen. Ker je funkcija g zvezna na zaprtem intervalu [m, M], je g

na [m, M] enakomerno zvezna. Zato obstaja ¢ > 0, da je

(%) lg(u') — g(u)] < e, &m je |u' —u| < 4.
Ker je f integrabilna na [a, b], obstaja delitev D intervala [a, b], da je

(**) S(faD)_S(f7D)<€6

Pisimo

S(£,D) = s(£,D) =Y "+ > " (My —my),
kjer se vsota Z/ nanasa na tiste intervale delitve D, za katere je M) — my < 4,
vsota 3" pa na tiste intervale delitve D, za katere je My, —my, > 6. Zaradi (s%)

je vsaka od obeh vsot < £6. Iz 32" 6,6 < 32" (Mj, — my)d) < €6, s krajsanjem

dobimo:
(s %) Z”ék <&,

kar pomeni, da je vsota dolzin intervalov iz 3. zagotovo < e.

Naj bo T natan¢éna spodnja meja funkcije ' = g o f na k-tem intervalu
delitve D, M}, pa natancéna zgornja meja funkcije F na k-tem intervalu delitve
D. Na k-tem intervalu so vrednosti f(z) = u med my in My. Za intervale v

vsoti Z/, kjer je My — my, < 9, velja za vsaka x in T iz takSnega intervala:
|F (@) — F(z)] = |g(«)) — g(u)| <&,

saj je [u' —u| = |f(&) — f(z)] < My —my <0 (v Y.'). Torej za vse intervale iz
vsote Z/ velja M), — my < e. Zapisimo Darbouxove vsote za kompozitum.
S(F,D) —s(F,D) =Y '+ Y " (M) — )0

Za vsoto Y. je My —my < ¢, torej je S (My, —mp )0, < &Y. 6 < e(b—a). Za
vsoto Z” upostevamo: M), —my, < M —m, kjer je @ = inf ¢ in M = sup g na
[m, M. Zaradi (x * ) sledi 3" (My — )0 < (M —m) Y 61, < (M —m)e.

Torej: za vsak € > 0 smo dobili delitev D, da je

S(F,D)—s(F,D) =Y "+ > (M), — mip)ox < £(b—a) + (M — m)e.
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Sklep: Naj bo 7 > 0. Izberimo ¢ > 0 tako majhen, da bo e(b—a)+(M—m)e < 7.

Tedaj smo nasli delitev D, da bo
S(F,D) — s(F,D) <e(b—a)+ (M —m)e <.
Funkcija F' = g o f je torej integrabilna na [a, b]. O

Posledica 26 Ce je f integrabilna na [a,b], sta na [a,b] integrabilni funkciji | f|

n 7, za vsak n € N, kjer smo oznacili

[fl@@) = If@)] in (")) = (f(2)"

Dokaz: Funkciji u +— |u| in u — u™ sta zvezni. Uporabimo prejsnji izrek. O

5.4 Lastnosti dolocenega integrala

Trditev 32 Konstantna funkcija f, f(x) = ¢, x € [a, b], je integrabilna in velja:

/abf(:v)dcv = /abcd:v =c(b—a).

Dokaz: Vsaka Riemannova vsota je

D flEs =Y cb
k=1 k=1
= CZ 5k
k=1
=c(b—a)
Torej limita obstaja in je enaka ¢(b — a). O

Izrek 56 Naj bosta f in g integrabilni na [a,b]. Tedaj so

1 f+g,

2. Nf, kjer je A je konstanta,

3. fg

integrabilne funkcije na [a,bl.
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Dokaz:

1. Naj bo D delitev. V k-tem intervalu, k € {1,2,...,n}, izberimo tocko .

Zapisimo Riemannovo vsoto za funkcijo f + g¢:

n

> (f +9) ()0 =

k=1

(f (&) + g(&r))On

—~

M:EM:

S (&) 5k+zg &k)o

x>~
Il
—

Ker je f integrabilna na [a,b], vsota >, _; f(&k)dr konvergira k Stevilu
fb f(z)dz. Ker je g integrabilna na [a, b], vsota Y ;_, g(&)d, konvergira
k stevilu f g(x)dz. Zaradi enakosti (1) sledi, da tudi vsota > _,(f +

9)(&k)dk konvergira in velja

/ (4 o) a)de = /  flapde + / " @)

2. Dokazemo na podoben nacin kot 1.

3. Funkciji f in g sta integrabilni na [a,b]. Iz tocke 1. sledi, da je na [a, ]
integrabilna tudi f + g. Iz izreka BI] oz. prejsnje posledice sledi, da so

integrabilne tudi f2, g% in (f + ¢g)2. Torej je integrabilna tudi funkcija

fo=3%1(f+97°- -4

Trditev 33 Naj bo f integrabilna na [a,b].

1. Ce je f(x) >0 za vsak x € [a,b], je

/a  fa)de > 0.

/ ' flayar) < / V@) d

2. Velja

Dokaz:

1. Ce je f(x) > 0 povsod na [a,b], so vse Riemannove vsote nenegativne,

torej je tudi njihova limita nenegativna.
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2. Ker je

n

> F (k)

k=1

<> 1f (&) ]
k=1

=Y 1f(&)] bk,
k=1

v limiti dobimo

< [(ir@ias

/ab f(z)dx

Posledica 27 Ce sta funkciji f in g integrabilni na intervalu [a,b] ter velja

f(x) < glx) zavsak x € [a,b],

/a ' flayar < / @)z

Dokaz: Funkcija g — f je integrabilna in g(x) — f(z) > 0 za vse x € [a, b]. Torej

je tudi

velja
b
[ (o) = s = 0
in od tod
b b
/ g(x)dx —/ f(x)dz >0
oziroma

/a ' g(e)dz > / ' fayd

Izrek 57 Naj bo f integrabilna na [a,b] in a < ¢ <b. Tedaj je

/abf(x)dx - /acf(x)dx+/cbf(x)dx.

Dokaz: Po znanem izreku je f integrabilna na [a, ¢] in [¢, b]. ZapiS$imo Rieman-
novo vsoto za f na [a,b], pri ¢emer je ¢ ena od delilnih tock:

n

D &R0k =D F &)k + D" (k)

k=1
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pri éemer je Y.’ vsota po intervalih na [a, ¢] in 3" vsota po intervalih na [c, b].
Naredimo limito (tj. dolzino najdaljsega interval¢ka posljemo proti 0) tako, da

je ¢ ves cas delilna tocka. V limiti dobimo:

/abf(ac)dac _ /acf(a;)da:—l—/cbf(x)dm.

Opomba: 1. Po dogovoru bomo pisali
a
/ flz)dr =0
2. Ce je b < a ter f integrabilna na [b, ], pisemo

/ab f(x)dx = _/ba f(z)dx.

3. Formula

/abf(x)dx - /acf(x)dx+/cbf(x)dx

tedaj velja za poljubne a, b, c. Pomembno je le, da je f integrabilna na najvec¢jem

nastopajocem intervalu, slika [5.4]

—o
a c b

Slika 5.4: Funkcija mora biti integrabilna na intervalu [a, b]

5.5 Doloceni integral kot funkcija zgornje meje

Opomba: f; g(z)dz je stevilo, torej = po izracunu izgine. Tako lahko oznako za

integral oklestimo do fab g(z)dz = ff g(t)dt = ff g.
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f(x) Ff/o

Slika 5.5: Doloceni integral kot funkcija zgornje meje

Naj bo f integrabilna na [a,b]. Ce je x € [a, b], definiramo

Fa) = [ ",

ko je x = a, je
F(a)z/ ft)dt =0,

ko je z = b, je

b
Fb) = / F(t)dt.
Izrek 58 Naj bo f integrabilna na [a,b]. Tedaj je F,

Fa) = [ " f,

na intervalu [a,b] zvezna. Ce je v tocki x integrand f zvezna funkcija, je v tej

tocki F' odvedljiva in velja

Dokaz: Vemo, da je f na [a,b] omejena, tj. obstaja M, da je |f(z)| < M za

vsak x € [a,b]. Ce je x,2" € [a,b], je
F(2') — F(x) :/ f(t)dt —/ f(t)dt

:/azf(t)dt+/;,f(t)dt—/: f(t)dt

- /w F(t)dt.
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Ce je 2’ > z, dobimo

F(a') = Fx)| =

/m " ot

Ce je 2/ < z, dobimo

|F(a) = F(x)| =

Torej za poljuben x, 2’ € [a,b] velja
|F(2') — F(z)| < M|z' — x|

Naj bo 2 € [a,b] in € > 0. Najbo § = ¢/M. Ce je a’ € [a,b], |2’ — x| < 6, je

torej

[F(a) — F(a)| < M|z’ — |
< Mé
g
:M—
M

:5"

kar pomeni, da je F' zvezna v x.

Predpostavimo sedaj, da je funkcija f zvezna v x € [a,b]. Oglejmo si
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diferenc¢ni kvocient

F(z+h)— F(x)

Il
> =
7N

lﬁwfqu—Lxﬂwﬁ>

h
x+h
_ %/ F()dt
z+h
_ %/ (f(x) + F(t) — f(x))dt
z+h z+h
- %/w f(ac)dt—k%/m (f(t) = f(x))at
x+h
—r@+g [ (0 - @)
Torej velja:
. - x+h
" ‘F( +h})l F(@) | = %/I (f(t) — f(x))dt

x+h
<i | lrw- sl

Opomba: Zadnja neenakost je o¢itna za pozitivne vrednosti h. Velja pa tudi za

negativne vrednosti h.

Izberimo £ > 0. Ker je f zvezna v z, obstaja 6 > 0, da velja: ¢e je [t—z| < 4,
je |f(t) = f(x)| < e. Izberimo sedaj h tako, da je 0 < h < §. Za tako izbran h

velja za vsak t € [z, + h] neenakost | f(t) — f(z)| < ¢, torej

z+h z+h
[0 f@la< g [ e

= %Eh

=&

Enaka ocena velja, ¢e je —d < h < 0. To pa zaradi (*) pomeni

lim F(x+h)— F(x)
h—0 h

kar pa pove, da je F' v tocki z odvedljiva in je F'(z) = f(z).

desni odvod

hl0 h
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v desnem krajis¢u pa levi odvod

_ F(b+h)—F(b)
I 0

O

Posledica 28 Ce je funkcija f zvezna na intervalu [a,b], tedaj je funkcija F,

definirana kot
x
Fo) = [ s
a
odvedljiva na [a,b] in velja
F'(z) = f(z), zavsak z € [a,b]

torej je funkcija F primitivna funkcija (nedoloceni integral) funkcije f.

Posledica 29 Vsaka na intervalu zvezna funkcija ima na tem intervalu primi-

tivno funkcijo, tj. nedoloceni integral.

Opomba. Primitivna funkcija elementarne funkcije ni nujno elementarna
funkcija. Npr. a — (sina)/z primitivno funkcijo (kot zvezna funkcija) ima, ki

pa ni elementarna funkcija.

Vemo 7e, da nima vsaka integrabilna funkcija primitivne funkcije. Ce ima
integrabilna funkcija primitivno funkcijo, pa velja t.i. osnovni izrek integral-

nega racuna.

5.6 Osnovni izrek integralnega racuna-Leibnizeva
formula

Izrek 59 Naj bo [ taksna integrabilna funkcija na |a,b], ki ima na [a,b] prim-
itivno funkcijo. Naj bo F neka njena primitivna funkcija, tj. naj velja F'(x) =

f(x), za vsak x € [a,b]. Tedaj velja t.i. Leibnizeva formula

b
/ F(@)dz = F(b) — Fla).
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Opomba: Izrek torej velja za vsako zvezno funkcijo f. Desno stran oznac¢imo

tudi z

Dokaz:

1. Preprost dokaz v primeru, ko je f zvezna funkcija na [a,b]. Tedaj je
po prejsnjem izreku funkcija G, G(z) = f f(t)dt, primitivna funkcija
funkcije f na [a,b]. Ker je G(b) := f f(t)dt in G(a) :== [ f(t)dt = 0,

odstejemo in dobimo ravno Leibnizevo formulo

/ F(t)dt = Gb) — Gla).

Naj bo F poljubna primitivna funkcija funkcije f na [a,b]. Iz znanega

izreka sledi, da je F'(x) = G(xz)+ C, za vsak © € [a, b], kjer je C konstanta.

F(b) — F(a) = (G(b) + C) — (G(a) + C)
= G(b) — G(a)

- / " fo)de

2. Dokazimo izrek Se za splosno funkcijo f, tj. v primeru, ko f ni nujno
zvezna. Izberemo poljubno delitev D ={a =xo < 21 < x2 < ... < T, =
b}. Po Lagrangeevem izreku obstajajo &1, s, ..., &, daje z;-1 < & < ay,

i€{1,2,...,n}, in

F(x1) — F(xo)

1 — 2o
F((EQ) — F(l‘l) o
I F'(&) = (&),

Flan) = F@n-1) _ ey — fen)

LTp — Tp—1
Prvo enacbo zgornjega sistema enac¢b pomnozimo z (z1 —x), drugo enacbo

z (x2 — x1),...in jih na koncu med seboj sestejemo. Potem je

F(zn) — F(zo) = > f(&) @k — 1)

k=1

n



180 POGLAVJE 5. INTEGRAL

oziroma

F(b) = F(a) =) f(&)(xx — zx-1).

n

k=1
Pokazali smo torej, da je za vsako delitev D ={a =2p <21 <22 < ... <
xn, = b} mogoce izbrati tocke &, x;—1 < & < w4, ¢ € {1,2,...,n}, tako,
da je ustezna Riemannova vsota enaka F'(b) — F'(a). To pa pomeni, da je

integral enak limiti Riemannovih vsot (ki obstaja, saj je f integrabilna)

enaka F'(b) — F(a).

Opomba: Leibnizeva formula velja tudi, ce je a > b:

b a
/a f(a)dz = — / f(@)de
=—(F(a) — F(b))
— F(b) — F(a).

Zgled: Izracunajmo ploscino lika, omejenega z x = 1, x = 2, f(z) = 0 in

flx) =22

s}
I Il
—
2|8, %
- =
— ) Q[,\D
8

w|

Wi eo| ¥

Opomba: Ta primer pokaze, kako moctno matemati¢no sredstvo smo razvili.
Z osnovnim izrekom integralskega rac¢una znamo torej izracunati plosc¢ino lika

pod parabolo v eni sami vrsti.
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5.7 Povprecje funkcije

Definicija 85 Naj bo f integrabilna na [a,b], a < b. Stevilo

_ bia/abf(:c)d:c

bomo imenovali povpreéna vrednost funkcije f na [a,b].

f(z) Ty

Slika 5.6: Povprecje funkcije

Recimo, da je funkcija f pozitivna. Zgornji izraz lahko zapisemo tudi drugace:

b
/ f(@)dz = p(b - a),

pri cemer je leva stran enaka ploscini pod grafom funkcije f. Torej je p visina
pravokotnika, katerega ploscina u(b — a) je enaka ploscini lika pod grafom

funkcije f na [a, b], slika 5.6

Trditev 34 Naj bo m = inf,c(qp) f(x) in M = sup,cp, ) f(z). Potem je m <

f(x) < M za vsak x € [a,b]. Integrirajmo v mejah od a do b:

/mdx</f d:v</Md:v

m(b—a) < pb—a) <M - a).

Od tod sledi:

Ce nastalo neenacbo delimo z (b — a), dobimo:
m < pu< M.

To pomeni, da je povprecna vrednost funkcije vedno med njenim supremumom

n njenim infimumom.
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Trditev 35 Ce je f zvezna funkcija na [a,b], potem obstaja taksna tocka c €

[a,b], da velja:
b
e G LEC]

Dokaz: To je posledica izreka, ki pravi, da zvezna funkcija na zaprtem intervalu

zavzame vse vrednosti med najmanjso in najvecjo. O

5.8 Uvedba nove spremenljivke v doloceni inte-
gral

Izrek 60 Naj bo f zvezna funkcija na [a,b] in ¢ zvezno odvedljiva funkcija na
[, B]. Naj bo ¢(t) € [a,b], za vse t € [, B] ina=¢(a), b= @(B). Tedaj je
b B
[ e = [ se)e @
Dokaz: Naj bo F primitivna funkcija funkcije f. Ta namre¢ obstaja, saj je
f zvezna. Kompozitum F((p(t)) = G(t) je definiran in zvezno odvedljiv na
[, B]. (Ker ima ¢ vrednosti v [a,b] in zato, ker sta ¢ in F' odvedljivi, velja
G'(t) = F'(o(t) ' (t) = f(p(t)¢/(t).) Torej je G nedoloten integral funkcije

t— f(e(t))¢'(t) na [, B]. Sedaj je

Predpostavka v izreku zagotovi, da je kompozicija f o ¢ definirana na [«, f].

Poleg tega je f zvezna. ¢’ je tudi zvezna, zato je zvezen tudi produkt (fop)-¢'.
2 2

Zgled: Izracunajmo integral

JT
/ tsin t2dt.
0
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Vpeljimo novo spremenljivko = = 2. Sledi: dx = 2tdt, tdt = 1/2dx. Nove meje

s0: 0 — 0 in /7 — 7. Torej

N T
/ tsint?dt = / s dzr
0 o 2

Opomba: V praksi lahko izra¢unamo integral na levi tudi tako, da najprej
izracunamo nedoloc¢eni integral (z uvedbo nove spremenljivke = ¢(t)). F(z) =
f: f(z)dz, sedaj vstavimo z = ¢(t), dobimo G(t) = F(¢(t)), kar je nedolo¢eni
integral prvotne funkcije ¢-ja. Sedaj vstavimo prvotne meje « in .

Po navadi je prva metoda boljsa, tj. pri prehodu od t do z izracunamo nove

meje, nato lahko na t pozabimo.

V prejsnjem izreku je bila funkcija f zvezna na zalogi vrednosti funkcije .

Izrek 61 Naj bo f integrabilna funkcija na [a,b] in naj bo ¢ zvezno odvedljiva
na [o, 8]. Naj bo a = p(a), b = ¢(8) in ¢ naraséajoca na |a, f]. Tedaj je
t— f(p(t))¢'(t) integrabilna na [ov, B] in velja
b B
[ sz = [ rew)e o

Dokaz: NajboD ={a =1ty <t <...<t, =} delitev intervala [a, 5] in naj
bo x; = p(t;). Ker ¢ narasca, je {a = o < a1 < ... <z, = b} delitev intervala
[a,b]. O =z —xK—1 >0, N =t —tg—1 > 0. Oglejmo si Riemannovo vsoto za
Fe(t)¢'(t) na [o, B]:

n

(%) Flo(m) @ (7) (e — th-1),

k=1

kjer je 7 € [tr—1,tk]. Naj bo (1) = &. Ker je ¢ narascajoca, je & €
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[*k—1,xk]. Oglejmo si e Riemannovo vsoto:

n

(o) > fE) @k —aa) Z (&)( o(tr-1))

k=1
F(&) (M(tk _ tk1)>

by — tk—1

Il
M:EM: ..

=
—

F(o(m) @' (Tr) (te — ti1).

E
Il

1
Tu smo v zadnjem koraku uporabili Lagrangeev izrek na vsakem od intervalov
[tk—1,tx] in dobili Ty, tx—1 < Tk < tg. Odstejemo (x*) od (*) in dobimo:

n

> (o) (@' (1) — & (Fr)) (b — tha)-

k=1
Ker je ¢’ zvezna na [«, 8], je ¢’ na [, ] enakomerno zvezna.
Naj bo € > 0. Zaradi enakomerne zveznosti funkcije ¢’ na [a, (], obstaja
d>0,daje |¢ (1) — ' (T)| < e, &imje |7 — 7| < 9§, 7,7 € [a, 8]. Naj bo delitev
D tako fina, da bo dolzina najdaljSega intervala manjsa od 0. Ker 7 in 7 lezita

med tg_1 in tg, je |¢'(7x) — ¢’ (Tr)| < € za vsak k. Torej je
**\<Z’f (7)) e (s — ti1)

<eM Z(tk —tr—1)
k=1

= cM(3 - a),

kjer je M = sup{|f(z)|,xz € [a,b]}. Torej, ¢e je maxn, dovolj majhen, je
>onet f(e(mr)) @' (i) (tk — tr—1) poljubno blizu Y)'_, f(&)(xk — zk—1), ki je

zaradi integrabilnosti poljubno blizu f: f(x)dx. Torej je vsota (x) poljubno

blizu fab f(x)dz, ce je le delitev D dovolj fina. Torej je f(cp(t))w/(t) integabilna

8 b
/ Fp(t) ¢ (Bt = / f(@)dz

na [a, f] in velja:

Podoben izrek velja, ¢e je ¢ monotono padajoca. V tem primeru je a =

pla) 2 b=p(P)



5.8. UVEDBA NOVE SPREMENLJIVKE V DOLOCENI INTEGRAL 185

Izrek 62 (Integracija per partes) Naj bosta u in v zvezno odvedljivi funkciji
na [a,b]. Tedaj je:

b

/:u(x)v'(x)dx =uv| — /ab o' (z)v(z)dz.

Dokaz: Velja: (u(x)v(x))l =/ (x)v(x)+u(x)v () za vse x € [a,b]. Integriramo

in dobimo:

0zZ.

O
Zgled: Izracunajmo integral
s
/ xsin xdx.
0
Vzemimo
ulx) =z, u'(z)=1
v'(z) =sinz, v(z) = —cosx.
Torej
s T s
/ rsinzdr = —xcosx +/ cos rdxr
0 0 0
T s
= —xcosxz| +sinz
=7
O

Na ta nacin lahko izracunamo integrale oblike

b
/a 2" f(x)dx
u dv

pri cemer je lahko funkcija f ena od:

sin, cos, tg,...,e", ...
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Z eno integracijo per partes lahko dobimo integral enakega tipa, pri ¢cemer x™

nadomestimo z 2”~'. Po n korakih lahko integral izra¢unamo.

5.9 Izreki o povprecjih

V §5.7 smo definirali povprecje funkcije na intervalu [a, b].

b
= bia/ f(x)dx

Razdelimo interval [a, b] na n enakih delov.

ro=a, r1=a-+9,..., T, =a-+nd,

pri tem je 6 = (b — a)/n. Priblizek za povprecno vrednost je

fla4+0)+ fla+20)+ ...+ f(a+ nd) -
n

~ o [fa+0)0+ fla+20)0+ ...+ fla+no)d],

saj je vsota v [...] enaka Riemannovi vsoti za f na [a,b]. V limiti je zgornji
izraz enak povprecju funkcije f na [a, b].

Izrek 63 Naj bosta funkciji f, g integrabilni na [a,b], m < f(z) < M. Za vsak
x € la,b] naj bo g povsod istega znaka, tj. ali g(x) > 0 za vse x € [a,b] ali pa

g(x) <0 za vse x € [a,b]. Tedaj je
b
/ f@)g(z)dx = / g(z)dz,
a
kjer je p Stevilo, za katerega velja m < u < M.

Dokaz: Naj bo g(x) > 0 za vsak z € [a,b]. Ker je m < f(x) < M, sledi za
vsak x € [a, D]

my(z) < f(z)g(z) < Mg(x)

/ dx</ f(z dx<M/abg(x)dx

Ce je f g(x)dz = 0, je tudi f f(z)g(z)dz = 0, zato je vsak p dober. Ce pa je

0z.

fagxdac;éo,torejfagmdm>0,paje

ff7<M
= @ <
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Ce kvocient v sredini oznacimo z p, je m < p < M in

b b
[ t@@iz =u [ gloyiz
Podobno dokazemo trditev v izreku, ¢e je g(z) < 0 za vse x € [a, b]. O

Posledica 30 Ce je v izreku [63 funkcija f zvezna na [a,b], obstaja & € [a,b],
da je

/ ' fa)g(x)de = £(© / " (@)

Dokaz: Zvezna funkcija f na zaprtem intervalu [a,b] zavzame vse vrednosti

med m = inf f in M = sup f, torej zavzame tudi vrednost p. 0

Posledica 31 (posledice [30)) Naj bo funkcija f zvezna na [a,b]. Obstaja & €

[a,b], da je

b
1) =5 [ f@do

Dokaz: Vzamemo g(z) = 1 in dobimo
b
| @) 1de = 10~ a).
O

Izrek 64 Naj bo funkcija f zvezna na [a,b], g pa nenegativna, padajoca in

zvezno odvedljiva na [a,b]. Tedaj obstaja & € [a,b], da je

g = ga) [ fl)de
/ /

Dokaz: Naj bo F primitivna funkcija funkcije f. Izberimo jo tako, da bo
F(a) = 0. Torej je F(z) = [ f(t)dt, z € [a,b]. Funkciji F in g sta zvezno
odvedljivi (g po predpostavki, F' pa, ker je F' = f in f tudi zvezna po pred-

postavki). Integriramo per partes in dobimo
b b
() / f(@)g(x)de = / F'(2)g(2)de
b
— F(b)g(b) - Fla)gla) — / ¢ (@)F(2)dz
b a
— F(b)g(b) - / ¢ (@)F(2)dz.
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Funkcija g pada, zato je —¢'(xz) > 0 za vsak = € [a,b]. Po posledici zgoraj

obstaja n € [a,b], da je

‘[demM=FwLE%Mw

Iz (%) naprej sledi

b
[ f@g(w)dz = FO)9(b) - F) () - 9(@)
= F(b)g(b) + F(n)(g(a) — g(b)).
Ker je g nenegativna in padajoca, je g(b) > 0 in g(a) — g(b) > 0. Ce je torej
m = min{F(z) : z € [a,b]} in M = max{F(x) : € [a,b]}, je zgornji izraz

navzgor omejen z Mg(b)+M (g(a)—g(b)) = Mg(a) in navzdol omejen z mg(b)+

m(g(a) — g(b)) = mg(a). Torej je

/‘f 2)dz < Mg(a).

Ce je g(a) = 0, je v izreku dober vsak &. Ce pa je g(a) # 0, torej g(a) > 0, pa
je po zgornjem ﬁ fab f(z)g(x)dx stevilo med m in M. Ker F zavzame vsako

vrednost med m in M, torej obstaja &, £ € [a,b], da je

b
J@/fuwmsz@,

torej

Zgled: Najbo 0 < a <b, f(x) =sinz in g(x) = 1/z. Torej f in g izpolnjujeta

pogoje v izreku. Za vsak b torej obstaja &, da je

b 3

sinx 1
/ dx = —/ sin xzdx
a Y a a

3

= ——COST
a

= l(cosa —cos¢).

a

S
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b -
sinx
/ dx
0 T

Opomba: Zgornjo neenakost bomo pozneje Se uporabili.

Torej za vsak b > a velja

2
<z
a

5.10 Posploseni integrali

Pogosto naletimo na vprasanje, kako izracunati integral oblike
1
1
—dz.
J,
Funkcija ¢ — 1/4/x ni omejena na [0, 1]. Namre¢, ko gre x proti 0, gre funkcijska

vrednost 1/+/z proti co. Ta funkcija torej na [0, 1] ni integrabilna.

f(z)

r=4§ 1%

Slika 5.7: Nepravi integral

Pri tem je
1
1
ps = / —dx
5
1
= / o 2d
P
1
= [2vz];
=2-2V3.
In od tod
p= gl_r%p[s
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Integral fol %dx nima obic¢ajnega smisla, saj funkcija ni omejena in zato ni
integrabilna na [0, 1]. Vendar bomo definirali
1 1
1 1
—dzx = lim —dx,
/O N3 50 /5 N3
ker limita na desni obstaja. Podobno tezavo srecamo, ko racunamo
oo
1
1 :I/.

Definirali bomo

Pojem integrala bomo posplosili na primere, ko funkcija v okolici kaksne tocke
ne bo omejena, ali ko bo interval, po katerem integriramo, neskonc¢en. Tako
definiranemu integralu bomo rekli posplosent integral ali nepravi integral

ali izlimitirant integral.
Definicija 86

1. Naj bo f definirana na (a,b]. Funkcija f ni omejena v okolici tocke a, ce

je za vsak § > 0 f neomejena na intervalu (a,a + 6).

2. Naj bo f definirana na [a,b), f ni omejena v okolici tocke b, ce je za vsak

0 >0 f neomejena na intervalu (b — 0,b).

3. Naj bo f definirana na [a,c) U (¢,b] = [a,b] \ {c}. Funkcija f ni omejena

v okolici tocke ¢, ée je za vsak 6 > 0 f neomejena na (¢ —9,¢)U (c+4,c).

Slika 5.8: Funkcije, ki niso omejene
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Ce je f integrabilna na [a, b], tedaj je

py [ ovte = [ sto

b—6 b
}i_r)ré ’ f(z)dzz/a f(z)dx

To je posledica dejstva, da je za integrabilno funkcijo f funkcija F,
~ [ saar

lim F(b—8) = F(b),

in

zvezna na [a, b], torej je

oziroma

lim fdt /f

6—0
Podobno velja tudi za drugo hrmto.
Definicija 87 Naj bo f definirana na (a,b], naj bo f v okolici tocke a neome-

jena in naj bo f integrabilna na [a + 8,b], za vsak § > 0. Tedaj definiramo

b b
/ f(@)dx := lim f(x)dx,
a a+6

510
ée limita na desni obstaja. Podobno, e je [ definirana na [a,b), v okolici tocke

b neomejena in integrabilna na [a,b — 6], za vsak § > 0, definiramo
b b—6
dr :=1li d
[t =tim [ s
¢e limita na desni obstaja.

V obeh primerih tako definiranemu izrazu f: f(z)dx pravimo posploseni (ali
nepravi) integral funkcije f na [a,b]. V primeru, da fab f(z)dx obstaja, pravimo
tudi, da posploSeni integral f: f(z)dx konvergira, ¢e pa fab f(z)dx ne obstaja,

pravimo, da posploSeni integral f: f(x)dx divergira.

Zgled: Poskusimo izrac¢unati naslednji integral.

= ;%(logl —logd)
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Ta limita ne obstaja. Integral fol ‘i—w divergira. O

Zgled: Poglejmo, ali

1
/ log xdx
0

Ker je [logzdr = zlogz — x + C, je

1 1
log xdx = lim log xdx
| o ade 1tm [ 10
1

= %igl[x logz — z|;

konvergira.

= lim(~1 — dlogd +9).

Ker pa je
log d
limdlogd = lim 0?
610 610 3
1
= lim 51
510 — 55
=lim(—0) =0
lim(—0) =0,
fol log xdx obstaja in je enak —1. O

Ce poznamo primitivno funkcijo funkcije f, je torej

b b
|ty = im [ | fayda

=lim (F(b) — F(a+¢
lim (F(b) (a+19))
in torej integral konvergira, ¢e obstaja limita

lim F(a + 6).
6—0

Kaj pa, ¢e primitivne funkcije ne poznamo? Za nekatere posebne primere pos-

plosenih integralov ze vnaprej vemo, kdaj konvergirajo. Opisimo jih.

Izrek 65 Naj bo funkcija g zvezna na [a,b]. Tedaj
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obstaja, e je s < 1. Ce pa je s > 1 in g(a) # 0, integral ne obstaja, tj. ta

integral divergira.

Dokaz: Pigimo z = a+t", n € N in dox = nt"dt.
b Vb—a
/ 9@ ~dr = n/ gla+t™) " 1dt
a+o6 ((E - a) Ve
Naj bo najprej s < 1. Izberimo si n tako velik, da je n —ns — 1 > 0. Tedaj je
integrand zvezen na [0, /b — a]. Zaradi zveznosti njegove primitivne funkcije ®

na [0, /b — a] obstaja torej limita izraza na desni, tj.

lim (®(Vb — a) — ®(V/3)) = ®(Vb — a) — ®(0).

510

Integral torej konvergira. Naj bo sedaj s > 1 in npr. g(a) > 0. Ker je g zvezna,

je g(x) > 1/2g(a) = m > 0 na nekem intervalu [a,a + 7). Ceje 0 < § <7, je

a+n
/ dx > m/
a+9d (JC +46 r—a

a+mn

= m(logn — logd)
Limita

a-+mn
lim 79(30)

dx
6=0 Jors (v —a)*

torej ne obstaja, zato tudi limita

b
lim ( dz = lim / /
6=0 Jats ( +6 a+n

ne obstaja, torej integral divergira. O

Opomba: Analogen izrek velja za

/ab <bg—(xa):>sd$

1
CoS T
dx
I

Zgled: Ali integral

obstaja?
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Pigimo g(z) = cosz. Da, ker je g zvezna na [0,1] in s = § < 1. O

Zgled: Ali integral

! COS T
dx
0 X

Pisimo g(z) = cosz. Ne, ker je g zvezna na [0,1] in g(0) = 1 # 0 in

obstaja?

s=1>1. O

Zgled: Ali integral

Lsina
—dx
0o x2
obstaja?

sin x

Pisimo g(x) = #2%. Ker je lim, 0 g(x) = 1, lahko g dodefiniramo v 0 kot

¢(0) = 1 in dobimo zvezno funkcijo na [0, 1]. Integral prepisemo v

1
/ g(f) .
0 x2

Ker je s = % < 1, integral obstaja. O

Definicija 88 Ce je ¢ € (a,b), ce je f neomejena v okolici tocke c in za vsak

d > 0 f integrabilna na [a,c — &) in [c+ 0,b], tedaj je

/f m—/f m+/f

—hm/ flz dm—l—hm f( )dx

6—0 4T

Zgled: Poskusimo izracunati naslednji integral.

/1 dx /0 dx Ldx
p— _ + _
1 X 1 X 0 X
0—6 dl‘ ' 1 d_l‘

= lim — + lim
d—0 1 x 7—0 0+ x

—0 1
— Jim 1 ‘ lim 1 ‘
lim log|x|| _ + lim log |||

= lim log || — lim 1
lim log [6] — lim log ||



5.10. POSPLOSENI INTEGRALI 195

Nobena od limit ne obstaja. To pomeni, da integral f_ll ”;—”” divergira. O

Veéasih, ko je funkcija neomejena v okolici tocke c, f: f(z)dz ne obstaja, kot

npr. v zgornjem zgledu, obstaja pa

c—0 b
lim ( / f(@)dz + c+5f(z)dz>,

imenujemo to limito Cauchyjeva glavna vrednost in pisemo

lim / f(x)dx + f = v.p. / flx
6—0 c+5
Zgled: Oglejmo si integral:
/1 dx . [/ﬂsdac /1dac]
v.p. e hm — + -
Lx =0 )_, = s X
. -5 1
= gl_rf(lj <10g|gc|’_1 + log |CE|‘6>
= lim (logd — 0+ 0 — log d)
6—0
=0
%

Definicija 89 Naj bo f definirana na [a,00), naj bo integrabilna na vsakem

koncnem intervalu [a,b]. Tedaj je
b
/ f(z = lim f(z)dx
b—oo J,

ce seveda limita obstaja. Podobno velja za

b b
/ f(z)dx = EI_II f(z)dx
za f definirano na (—oo,b].

Zgled: Oglejmo si integral:

e’} b
/ e *dr = lim e “dx
1

b— oo 1
b
= lim —e™”
b— oo 1

= lim (—e " +e7h)
b— o0
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O
Vemo, da faoo f(x)dx obstaja, ¢e obstaja limy_so, ®(), kjer je

b
B(b) = / F)da.
a
Vemo, da lim,_, o, ®(b) obstaja natanko tedaj, ko za vsak ¢ > 0 obstaja B, da
je
|®(b) — (V)| <,
za vsak b,0’ > B. V naSem primeru

b ,
B(b) - 0(¥) = [ f@)iz~ [ fla)da
b

= [ f(z)dz.
b

Naslednji izrek je posledica znanega dejstva, da za funkcijo G, definirano na
[, 00), limita lim,_,~, G(z) obstaja natanko takrat, ko je izpolnjen Cauchyjev

pogoj, tj., ko za vsak € > 0 obstaja B < oo, da je
|G(b) —G(V)| <& zavse b> B, b > B.

Za nago funkcijo G vzamemo

Glz) = / " ftyar.

Izrek 66 Naj bo a € R in naj bo f integrabilna na vsakem intervalu [a,b],

/aoo flx)dx

obstaja natanko tedaj, ko za vsak € > 0, obstaja B < oo, da je

/b / flx)dx

a<b< .

<e,

za vse b,b' > B.

Zgled: Pokazimo, da obstaja foo sinz gy Ceje b > b > 1, smo v prejsnjem

1 T

poglavju pokazali, da za vsak b’ > b velja

b s
S T
dx
b X

2
< -,
— b
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Torej za vsak € > 0 lahko izberemo B tako, da bo

v
SN T
dx
b x

za vse b,b' > B. Vzeti je potrebno 2/B < e. Po izreku integral obstaja. O

<&,

Izrek 67 Naj bo g zvezna in omejena funkcija na [a,o0). Integral

/ Mdz:, a >0,

‘rs
obstaja, ¢e je s > 1. Ce je za nek ¢ < oo, g(z) >m >0 ali g(z) < —m < 0, za

vsak © > c in ce je s < 1, integral ne obstaja.

Dokaz: Naj bo |g(z)| < M, x > a, in naj bo s > 1. Tedaj je
% %

/ 9() 4o SM/ dz

b 7 b T°
1

1 1
s—1 [bs—l o (b/)5—1:|
1 1
S sl

Torej za vsak € > 0 lahko najdemo B < oo, da bo za vsaka b,b" > B veljalo

b/
/Q@M
p  2F

B izberemo iz pogoja M -1/(s — 1) - 1/B*~! < . Po prejsnjem izreku integral

<e.

res konvergira.
Naj bo g(z) > m > 0 za & > c. Brez izgube splosnosti privzamemo, da je

c>1. Naj bo s < 1. Za velike b je
b c b
/ g(f)dw:/ g(f)dx+/ g(:sv)dx
a €T a Y (& &€
b b
/ @dw 2/ ﬁsdac
Cc x c x
b
1
:/ m—dx
. T

b
1
zm/ —dx
. T
b

=mlogx

C

= m(logb —logc).
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Ker gre za b — oo, izraz logb — oo, sledi, da desna stran konvergira k +oco in
zato pri b — oo izraz fcbg(x)/xsdx nima limite. Zato tudi f:g(x)/xsdx nima
limite, za b — oo. Integral torej ne obstaja. Podobno velja pri g(z) < —m < 0

na [c, 00). O

Zgled: Ali integral

/°° log =
dx
5 1422

Tezava je v tem, da funkcija log v oo ni omejena, saj ko gre x — oo, gre

konvergira?

logxz — oo. Integral prepiSemo v obliko, ki ustreza zgornjemu izreku.
> logx i log z
——dr = — dx
s 1+=x o (1+z=2ayz/x
oo
_ / pla)
2 ¢

Pri tem je ¢(z) = logz/((1 +272)y/) in 2* = 2z = 2%?. o =3/2> 1,

preverimo Se, ali je ¢ omejena, ko x — oco.

lim ¢(z) = lim _ logz
T—00 r—00 (1—1—.’15_2)\/.%
= lim 71(%96
T — 00 \/E + 1’72\/5
. x_l(-2$1/2)
w—oo (1/20~1/2 — 3/22-5/2)(-221/2)
21.—1/2
= lim
z—oo 1 — 32
=0

Ker je « > 1 in ¢ omejena, ko x — oo, integral po zgornjem izreku obstaja.

¢

5.10.1 Eulerjeva I'-funkcija

Oglejmo si integral
I'(s) = / ¥ e %dx
0

Integrand je zvezen na (0, c0). Ce je s > 1, je zvezen tudi v tocki 0. Pigimo

1 00
I'(s) :/ xsflefzdx—ﬁ—/ ¥ e %dy
0 1
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Po izreku [63] prvi integral obstaja natanko tedaj, ko je s > 0. Pisimo

xs-{-le—w - g(l’)

s—1 _—x __
e = 2

T

T x2
Ker e~* pada hitreje kot vsaka potenca, vemo, da je lim, ., 2°Tte™ = 0, torej
lim, 0 g(z) = 0. Torej je g omejena na [1,00). Po izreku 67 [ 2*~'e *dx

obstaja za vsak s. Torej integral T'(s) = fooo 2~ le~®dx obstaja za vsak s > 0.

Funkcijo s — T'(s), s > 0, imenujemo Eulerjeva I'-funkcija. Ker je

I‘(s):/ e dx
0

A
= lim e %dx
A—o0 J
s A 1 [
= lim —e™" +—/ x’e”dx
A—oco S 0 S Jo
Ase=t 1
= lim 2% 1 “I(s+1)
A—o0 S S
1
=0+ -I'(s+1)
s
1
= T(s+1
(s +1),
velja
(x) T(s+1)=sl(s) zavsak s> 0.
Ker je

ra) = /000 e dx

A
= lim e *dx
A—oo 0
A
= lim —e*
A—o0 0
= lim [—e_A—Fl}
A—oo
:17

iz (*) in (1) = 1 sledi: T'(2) = 1I'(1) = 1, I'(3) = 2I'(2) = 2, '(4) = 3T'(3) =
6,...Za n € IN torej velja T'(n) = (n — 1)\

Funkcija T' torej razsiri funkcijo n — (n —1)! na vsa pozitivna realna Stevila,
tako da sT'(s) = I'(s + 1), posplositev enakosti n(n — 1)! = n!, velja za vsak

pozitiven realen s.
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5.10.2 Absolutna konvergenca integrala

Naj bo f taksna funkcija na [a,00), za katero f: f(x)dx obstaja za vsak b,

a < b < oo. Tedaj seveda tudi f(f | f(z)|dx obstaja za vsak b, a < b < 0.

Definicija 90 Integral faoo f(x)dx se imenuje absolutno konvergenten, ée kon-

vergira integral [ |f(z)|dz.

Izrek 68 Ce integral faoo f(x)dx absolutno konvergira, tedaj konvergira v smislu

obi¢agne definicije.

Dokaz: ...Pomagamo si z

I (w)dw\ < [V f(@)|da. O

5.11 Uporaba integrala v geometriji

5.11.1 Dolzina poti

Pot v ravnini je zvezna preslikava F : Z — R2?, kjer je Z nek zaprt interval.
Podana je s parom zveznih funkcij f, g : Z — R2, pri ¢emer je x = f(t), y = g(t),
t € I. Tir (sled) poti F je

F(T) = {F(t):teT}

={(f(®),9(t)) : t e T},

Naj bo d razdalja v ravnini. Razdaljo med toc¢kama T3} in T5 bomo oznagili
z d(T1,T»). lzracunali, pravzaprav definirali bi radi dolZino poti F'. Ce ima

dolzina kakSen smisel, bomo priblizek za dolzino dobili takole:

7 = [a,b],
a=thg<t1 <...<tp_1<t,=0b,

D= {to,t1,...,tn}.
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Slika 5.9: Tir poti v ravnini

AND) = d(F(to), F(t1)) + d(F(t1), F(t2)) + ... + d(F(tn-1), F(tn))

je dolzina poligonske ¢rte, ki zaporedoma povezuje tocke F(tg), F(t1), ..., F(ty).
Izrek 69 Ce je delitev D' nadaljevanje delitve D, tj. ée je D C D', tedaj je
A(D') > A(D).

Dokaz: Dovolj je, da pokazemo, kaj se zgodi, ¢e dodamo eno delilno toc¢ko, npr.

t' € (tj—1,tj), kjer je t’ je delilna tocka delitve D'.
d(F(tj-1), F(t;)) < d(F(t;-1), F(t') + d(F(¢'), F(t;))

Vsi sumandi vsot A(D) in A(D’) so enaki, razen d(F(t;_1), F(t;)), ki ga nado-
mestimo z d(F(t;_1), F(t')) + d(F(t'), F(t;)), torej A(D') > A(D). O

Definicija 91 Pot se imenuje izmerljiva, ce je
U(F) :=sup{\(D) : D delitev I} < oo.
V tem primeru €(F) imenujemo dolZina poti F.

Izrek 70 Najbo F = (f,g) : [a,b] — R? gladka pot, tj. taksna, da sta funkciji

f, g9 zvezno odvedljivi na [a,b]. Tedaj je pot F izmerljiva in velja:

b

U(F) = / NGO OE
b

:/ B0 + gl)2dt.
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Dokaz: Naj bo D = {tg,t1,...,t,} delitev intervala [a, b]. Po definiciji je

= d(F(ti-1), F(t:))
i=1
= Z \/(f(ti—l) - f(tz‘)))2 + (g(ti—1) — g(ti)))z'

Po Lagrangeevem izreku za vsak i € {1,2,...,n} obstajata &, n; € (ti—1,t;), da
je
f(tima) — f(t) = /(&) (tim1 — ta),

g(tio1) —g(ts) = g'(ni) (tiea — t:)
in zato velja
= z": V&) + g m)?(tior — i), &.mi € [timasti].
i=1
Ta vsota je podobna Riemannovi vsoti.

Z\/ 2+ g/(1i)2(tio1 — i) 7 € [ti—1,ti]

Oglejmo si razliko

n

o(D) = AD) = Y (VI P + g7 = VIE? + g0 (tims — ).

i=1

Upostevali bomo VA — VB = (A — B)/(VA +VB). Sledi:

’\/f/ 2+g'(mi)? \/f (&)? "(ni)? ’
VA VB
_ |f/(7)% + g/ (1) = f(&)* — g'(m)?]
VA+ VB
< 1) + £ 9" () + 9"y
S i1 VB (7)) — f(&) + N lg"(7:) — 9" (mi)]
A (Tz)\+|f(§z)| _prgen 4 @ISOl

<L [f(m) = f1&)+ 1 |g' () — g'(mi)]

Torej

lo(D Z (LF/(r) = f €+ 19" (1) = g'(ni)]) (tia — 1)
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Naj bo I = f: \/Wdt. Integrand je zvezen, zato integral obstaja.
Dokazali bi radi, da je I = £(F) = sup A\(D).

Naj bo € > 0 poljubno majhen. Obstaja taksen § > 0, da je | —o(D)| < /2
za vsako delitev D, za katero je dolzina najdaljSega intervala manjsa od J, saj

je 0(D) Riemannova vsota za I in hkrati

/() = £'(7)] </ (4(b — a)),
za vsaka t, T € [a,b], za katera je |t — 7| < § in

g'(t) = g' ()] < &/(4(b — a)),

za vsaka t,T € [a,b], za katera je |t — 7| < 0, saj sta zaradi zvezne odvedljivosti

na [a, b] funkciji f in g tam zvezni in zato enakomerno zvezni. Dobimo

o(P) ~ A(D)| < g (4(b T a)) (ts 1)

Naj bo D poljubna delitev, pri kateri je dolzina najdaljSega intervala manjsa od

0. Tedaj je

[ = A(D)| = |I =a(D)+ (D) = A(D)|

< =a(D)| +|o(D) — A(D)]

N
ol ™
+
| ™

|
o

Torej je [ —e < A(D) < I +¢. To velja za vsako delitev D, pri kateri je dolzina
najdaljsega intervala manjsa od .

Naj bo D poljubna delitev intervala [a,b]. Obstaja nadaljevanje D’ delitve
D, da bo dolzina najdaljSega intervala delitve D’ manjsa od §. Po izreku je

AMD) < XD'), po zgornjem pa A(D') < I +e. Torej je supp A(D) < I +&.
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Ker je A(D) > I — ¢ za vsako delitev, za katero je dolzina najdaljsega intervala
manjsa od 6, je [ —e <sup (D) < I +e.

Sklep: Za vsak € > 0 je I — e < sup{A(D) : D poljubna delitev} < I + ¢.

Torej je sup A(D) = 1, oz.

() =T = /b VIO + g ().

Zgled: Izracunaj dolzino kroznice, ki je podana v parametri¢ni obliki

f(t) =rcost
g(t) = rsint

t € [0,2m).
Torej

T N e

0

2m
= V/(—=rsint)? + (rcost)2dt
0

27
= / rdt
0

= 27r.

Zgled: Izracunaj dolzino poti med tocko, kjer je x(t) = 0 do tam, kjer je

tangenta na krivuljo, dana z

prvic navpicna.
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Dolo¢imo zacetno tocko. Vrednost z(t) = 0, ko je t = 1. Konéna tocka je

tam, kjer je tangenta na krivuljo prvi¢ navpicna, tj. k = g/t = oo.

r=1Y
X

Obstajajo taksne poti, da ¢(F') = co. Predpostavka o odvodih je torej nujna.
Posebej grd primer poti je F : [0,1] — R? taksna, da je F([0, 1]) = [0,1] x [0, 1],
tj. ,Peanova krivulja”.

Spomnimo se, da je gladka krivulja tir poti F : [a,b] — R? x = f(t),
y = g(t), kjer sta funkciji f in g zvezno odvedljivi in je za vsak t, vsaj ena od
vrednosti f/(t), ¢'(t) razli¢cna od 0, tj.

F't)? +4g'(6)* #0.
Gladka krivulja ima lahko tudi samopresecne tocke, slika

Definicija 92 Gladek lok je tir poti F' kot zgoraj, tj. gladka krivulja, z dodatno
lastnostjo, da je F injektivna, tj.

t1 7é to = F(tl) 7é F(t2)7

kar pomeni, da nima samopresecnih tock.
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Opomba: Taksna preslikava F' se imenuje regularna parametrizacija

(hitrost ni nikoli enaka nic) gladkega loka.
L = F([a,b])

Pri tem poudarimo, da je lok geometrijski pojem, medtem ko je pot preslikava

(torej gibanje). Torej pot = preslikava, tir poti = ¢rta, lok = ¢rta.

Pri splosnih poteh parameter ni nujno ¢as. Oglejmo si dva posebna primera

poti.

Zgled: Naj bo v polarnih koordinatah parameter kar polarni kot.

F:la, 8= (fle),9),

kjer je f zvezno odvedljiva na [a, §]. Pokazimo, da velja

B
oF) = / VIR T I (@)Pde.

Za ¢ € |, 8] je
z = f(p)cosp
. _dr B .
8= G = () cosg — flg)sing
in
y = f(p)sing
.o d .
§ =52 = f(g)sinp+ f(p) cos .
¥
Sledi:

#2457 = (f'(p)cosp — fp)sing)” + (f'(¢)sing + f(g) cosp)”
= f'(p)? cos® o — 2f'(p) cos o f (p) sinp + f()? sin® o+
+ f'(¢)? sin® o + 2f'(p) sin o f () cos p + f(p)? cos® ¢

= f(0)* + f'(p)*
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Torej
B
L(F) :/ V2 4+ 92de
B
:i/ V(@) + f(p)?de.

%
Zgled: Naj bo parameter kar z.
F:la,b] = (2, f(z)),
pri cemer je f gladka funkcija, tj. zvezno odvedljiva. Pokazali bomo, da je
b
I(F) = / V¥ F(a)de,
Za x € [a,b] je
T =z, =1
y=f(z), = f'(z)
Torej
b
I(F)= / Vi? + g2de
W
:/ V1+ f(x)?de.
%

Naj bo £ = F(Z) gladek lok v ravnini, kjer je F njegova regularna para-
metrizacija. Dolzino loka ¢(L) bomo definirali kot dolzino ¢(F') poti F. Da bo

taksna definicija dolzine loka dobra, potrebujemo naslednji izrek;

Izrek 71 Naj bo L gladek lok v ravnini in naj bosta Fy in Fy dve regularni

parametrizaciji tega loka. Tedaj je

U(Fy) = £(F2).
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Skica dokaza: Naj bosta Fy : I = [, 8] = L, podana z Fy(t) = (z1(t),y1(t))
in Fy : I' = [o/,B'] — L, podana z Fy(t) = (z2(t),y2(t)) dve regularni
parametrizaciji istega loka. Definirajmo ¢ = F; ' o Fy, ¢ : [o/, 8] — [a, B].
To moremo, saj sta F} in Fy bijekciji. Preprosto je mogoce dokazati, da je ¢
zvezno odvedljiva bijekcija, katere odvod je razlicen od 0 za vsak t € [a, f].
Jasno je F» = F} o ¢, torej je x2(t) = z1(p(t)) in y2(t) = y1(4(t)). Uporabimo

substitucijo t = ¢(7), dt = ¢'(7)d7 in pisemo:

B
HF) = / B1(6)2 + g (1)t
5
= // \/531(@(7))2 + (@(T))zgo’(T)dT = (%)

Upostevamo, da velja ali ¢’ > 0 povsod na [o/, 3] ali ¢’ < 0 povsod na [/, 5'].

Privzeli bomo ¢’ > 0 povsod na [o/, §'] in uporabili

(1) = 1 (p(1)) ¢ (1),

92(7) = §1(0(7)) ¢ (7).

Sledi:

2

B’ 2
0= [ VIO O + [ )
/8/
- /, @2(7)2 + Y2(7)2dT

= U(Fy)

Naravna parametrizacija gladkega loka

Naj bo F : [a, 8] — R? regularna parametrizacija gladkega loka £ = F([a, A]).
Oglejmo si funkcijo ¢,

o(t) = / VAR F ()2,

©(t) je torej dolzina dela loka £ med tockama F'(«) in F(t). Ker je

2 VAR IE > 0,
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sledi, da je ¢ zvezno odvedljiva, strogo narascajoca funkcija [a, 8] — [0, £(L)].
Naj bo =1 : s+ ¢~ 1(s) njen inverz, torej funkcija z [0, £(£)] — [, B]. Tudi

ta je zvezna odvedljiva. Oglejmo si novo parametrizacijo loka L:
G=Fop ':[0,4L)] = L= (91(8)792(8))7 s = p(t).

V tej parametrizaciji je:

2
dx 1
1) +g5()* = | — (7' (s) +
AR ) e e
2
+ %%(@‘1()) :

V tej novi parametrizaciji:
s (g1(s),92(5),  0<s <L)
je

/1/g/1(7)2+g/2(7)2d72/ ldr = s
0 0

Torej v novi parametrizaciji G je dolzina loka od G(0) do G(s) enaka s. Taksnemu
parametru s pravimo naravni parameter. (Lok je parametriziran kar z dolzino

svojega delnega loka). Za maravno parametrizacijo G = (g1, g2) velja g (t)*>+

g5(t)* = 1.

Izra¢unajmo Se diferencial funkcije ¢, s = ¢(t).

ds = dp(t)
= ¢/ (t)dt

=/ &(t)? + y(t)2dt,

ds® = (a(t)* + §(t)*)(dt)

= (dz)? + (dy)*.
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V polarnih koordinatah dobimo (ds)? = (dr)? + 72(dy)?, e pa je parameter z,

dobimo:

(ds)? = (da)? + (dy)?
=da® + (f’(ac))2(dac)2
= [1 + (f’(x))ﬂ (d)?.

Zgled: Izracunaj obseg kardioide r = a(1 + cos ¢).

t=2 [ ViR e

2/ V/(a+acosp)? + (—asinp)2dp
0

2/ \/(12 + 2a2 cos ¢ + a2 cos? ¢ + a? sin? pdp
0
:Qa/ v/ 2+ 2cos pdp
0
:Qa/ QCosfdnp
O 2

. P
=4 -2[‘ —}
a 51n2 0

= 8a

5.12 Plosc¢ine likov v ravnini

5.12.1 Ploscina lika med grafoma zveznih funkcij

Naj bosta dani zvezni funkcji f in g, za kateri velja: f(z) < g(z), a < a < b.
Naj bo
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f(z)

Slika 5.10: Plos¢ina lika v ravnini

Izrac¢unali bi radi ploscéino p(D). Priblizek za plos¢ino najdemo tako, da
interval [a, b] razrezemo na n delov: a =x¢ < 21 < ... < x, = b, v vsakem delu

izberemo tocko & € [xg_1,xx] in zapiSemo

(9(€1) = f(&1)) (21 — o) + (9(&2) — (&) (x2 —z1) + ... +
+ (9(&n) = f(&n)) (zn —zn—1) = Z (9(&k) — f(&k)) Ok,

k=1

torej izratunamo ploséino stopnicastega lika, ki aproksimira D (kar je ravno

Riemannova vsota za funkcijo g — f). V limiti dobimo

b
w(0)= [ (9() - f(@)da.
Zgornje povzamemo v naslednjem izreku

Definicija 93 Naj bosta f, g zvezni funkciji na [a,b] in f(z) < g(z), z € [a,b].
Naj bo

D={(z,y): f(z) <y <g(z), a<x < b}

Plosc¢ina D je:

Zgled: Izracunajmo plos¢ino obmocja, omejenega s krivuljo, ki je podana z
enacbo y = e~ %, tangento ¢ na krivuljo, ki poteka skozi izhodisce, in abscisno

0sjo.
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Slika 5.11: Obmocje omejeno z y = e~ %, t in absciso

Plos¢ina obmocja je

0

—x0

‘1‘0‘6
— Tlp — 2O
p /w e X D)

Parametrizacija krivulje f(x) = o, g(x) = e~ *° in enacba tangente na krivuljo:

(0 = w)(—e ™) =y — ¢

Zo

y=—xe "0+ xge 0 4+ 770,

Tangenta gre skozi izhodisce (0,0), zato zge™*° + ¢~ = 0, od koder naprej

sledi o = —1. Enacba tangente je tako: y = —ex. Torej

lim e “dx —
B—oo 1
_.1B
lim [ —e x] L
B—oo -

lim [ —e By e]
B—oo

N}
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5.12.2 Grafiéni pomen dolocenega integrala

NN NS

Slika 5.12: Graficni pomen dolo¢enega integrala

f(z)

Ce je f na [a,b] > 0, je
b b
/ F(a)dz = / (f(z) — 0)da.

Ce je f na [a,b] <0, je

/abf(x)dx = —/ab (0— f(z))da.

= p(D1) + p(Ds) + p(Ds) + p(D7) — (p(D2) + p(D4) + p(Ds)).

5.12.3 Ploscina izseka, ko je krivulja dana v polarnih ko-

ordinatah

Slika 5.13: Plosc¢ina kroznega izseka

Izrek 72 Naj bo [ zvezna pozitivna funkcija na [, 5], kjer je 0 < a < 8 < 2.
Naj bo
D={(rp):0<r < f(p), a< o< B}
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Tedaj je ploicina p(D) enaka
IR
p(D) = 5/ flp) dp.

Dokaz: Razdelimo D na n-delov, a = pg < p1 < ... < ¢, = f.

Slika 5.14: k-ti del kroznega izseka

Priblizna plos¢ina kroznega izseka z odprtino ¢r — pg—1 in polmerom f (&)
je

o= f(fk)(‘Pl;_ ka_l)f(fk)

Celotna ploscina stopnicastega lika iz kroznih izsekov, ki aproksimira D, je torej

Pk

ki
E

k=1

_ Z f(gk?)(gog_ sokil)f(ék:)
k=1

- zn: f(ﬁk:)Q(@; — 1)

x>
Il
—_

kar pa je v bistvu Riemannova vsota za funkcijo % f? na intervalu [, 8]. V limiti

dobimo

B
D) =5 [ 1P

Zgled: Izracunaj ploscino lika omejenega s pentljo, ki je podana z enacho

r? = 2a%cos2p, a>0.
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Definirana je na odsekih [—7/4,7/4] in [37/4,57/4], je simetricna glede na
izhodisce in je podobna dvoperesni deteljici.

1 71'/4
p:2-§/ ) 242 cos 2pdyp
—m/4

/4
= 2a2/ cos 2pdy
—m/4

=2a”-(1/2) - (sin(27/4) — sin(—2m/4))

= 24>
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Tabela 5.1: Nedoloceni integrali elementarnih funkcij

nedoloceni integral

funkcija
x— f(z) = z [ f(z)de =
" fL—J: +C
1/x logz + C
log = —x+xzlogx+ C
a®
“ log(a) ¢
sin x —cosz + C
cosx sinx 4+ C'
tgx —logcosx + C
ctgx logsinz + C
arcsinz rarcsinz 4+ 1 — 22 + C
arccos T zarccosx — 1 — a2 4+ C
arctg x rarctgr — %log (J;2 + 1) +C
arcctg x xarcctgx + % log (332 + 1) +C
shax chx +C
chzx shx +C
thaz log(chz) +C
cthz log(shz) + C
arsh x rarshe — V22 +1+C
archx zarchx — V22 — 1+ C
arthz rartha + %log (J;2 — 1) +C

arcthz rarcthz + %log (;v2 - 1) +C

1 arctg(\f/ag)
ar? + Vva Vb

! log(x + Va2 +b) +C

1 arcsin (v/ax) Lo

Nipmrr= Va




Poglavje 6

Vrste

6.1 Stevilske vrste

Definicija 94 Neskoncna formalna vsota a3 + as + as + ... 4+ ap + ..., kjer
je ai,ag,...,an,... zaporedje realnih Stevil, se imenuje (neskoncna) Stevilska

vrsta, ¢len a, pa splosni clen vrste. Stevilsko vrsto po navadi oznacimo z

o0
a1 +as+...= E Uy -
n=1
Zaporedje s1 = a1, So = a1 + A2,..., S, = a1 + A2 + ... + ay,. .. imenujemo

zaporedje delnih vsot vrste.

Definicija 95 Ce zaporedje delnih vsot {s,}>° | konvergira (k limiti s), pra-
vimo, da vrsta Y., a, konvergira (to pomeni, da .jo je mogoce sesteti”) in

mma vsoto s. 'V tem primeru pisemo
a1 +ax+as+...=s5
ali
o0
E an = S.
n=1

Ce vrsta ne konvergira, pravimo, da je divergentna ali da divergira.

Zgled: Sestej vrsto
i -
— n(n+1)

217
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Pisimo

1+ 1 T 1 1
Sp ==+ —= .
"2 2.3 (n—1n  nn+1)
1 1+1 1+1 n 1 1 1 1
S22 33 7 n—-1 mn n n+l
1
—1—
n+1
in zato lim s,, = 1. Vrsta torej konvergira in njena vsota je enaka 1. %

Zgled: Ali vrsta 1+ 1/2+1/441/8+ ... konvergira? Zapisimo prvih nekaj

delnih vsot: s1 =1, s9 = 3/2, s3 = 7/4, n-ta delna vsota je enaka

1-(3)"
Sn = 1_ % 5
torej je
1—(Hn
lim s, = lim 7(21) = 2.
n— 00 n—oo | — 5
Zaporedje delnih vsot konvergira, vrsta torej konvergira in ima vsoto 2. O

Opomba: Zaporedje {s,, } -, konvergira natanko tedaj, ko izpolnjuje Cauchy-
jev pogoj, tj. natanko tedaj, ko za vsak € > 0 obstajang € IN, da je |s;, —sp| < €

za vse m,n > ng. Od tod sledi:

Posledica 32 Vrsta Zf;l an, konvergira natanko takrat, ko za vsak € > 0 ob-
staja ng € IN, da je
lant1+ -+ anip| <€

oo

1 On konvergira, je

za vse n > ng in vse p > 1. V posebnem velja: cée vrsta )
lim a, = 0.
n—roo

Zgled: Oglejmo si primer geometrijske vrste,

a+aq+aq2+aq3+‘.‘,
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z zacetnim Clenom a, a # 0, in koeficientom ¢, ¢ # 1. Zapi8imo n-to delno

vsoto:

n=a+aq+aqg*+...+ag" !

=a(l+q+¢@+...+¢"")
1—q"
1—q°

e Ceje|q| <1, tedaj limy, 00 ¢" = 0 in limy, 00 S = ﬁ, torej

a

1—q

a+aq—|—aq2+...:

e Ceje|q| > 1, tedaj lim, .o q™ # 0, torej vrsta a+ aq+aq® + ... divergira.

e tejegq=1o0z q=—1, vista a + aq + ag® + ... divergira.

O
Neposredno iz definicije konvergence sledi naslednji izrek.
Izrek 73 Ce vrsta ai + as + ... konvergira, tedaj za vsak m konvergira tudi
vrsta am + am41 + - - .. Ce za nek m konvergira vrsta am, + am+1 + ..., tedaj
konvergira tudi a1 + as + . . ..
Dokaz: Sledi iz definicije konvergence. O

Opomba: Vrsto a,, + ami1 + ... imenujemo ostanek vrste ay +as + .. ..

Izrek 74 Ce vrsta a1 +as+. .. konvergira, tedaj za vsak ¢ konvergira tudi vrsta

cay + cag + ... in velja:
o0
E (cap —CE Ap,.-

Ce konvergira tudi vrsta by + by + .. ., tedaj konvergirata tudi vrsti (a1 + by) +
(a2+b2)+... mn (al—b1)+(a2—b2)+... m je

i(an +b,) = ian + ibn.
n=1 n=1 n=1
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Dokaz: (za vsoto). Naj Y -, a, in Y, b, konvergirata. Tedaj zaporedji
{sn}rei, Sn=a1+az+...+an in{tn} o |, tn = b1 +ba+...+b, konvergirata.
Oznac¢imo s = limy, o0 Sy In t = limy, 00 £, Oglejmo si vrsto ZZO:1 (an + bp).

Njena n-ta delna vsota je
pn = (a1 +b1) + (az +b2) + ...+ (an + bn) = sn + tn

Iz pravil za racunanje limit zaporedij sledi: ker {s,,} — in {¢,, } —; konvergirata,
konvergira tudi {s, + t,}5>,. Limita je enaka s +¢. Torej Y o (an, +b,) =
Donet On 3 b=+t m

6.2 Vrste z nenegativnimi c¢leni

Naj bo
oo
Zan, kjer je a; >0 =za vsak j
n=1
vrsta z nenegativnimi ¢leni. Oglejmo si zaporedje njenih delnih vsot. Opazimo,
Sp =a1+ag + ...+ an

Sp+1 =a1 a2+ ...+ an + ang1

= Sn+ Gpy1 > Sp
——

>0
torej je zaporedje delnih vsot narascajoce. Torej, za vsak n, je sp41 > sn. Za
taksno zaporedje pa vemo, da konvergira natanko tedaj, ko je navzgor omejeno.

Torej velja:

Trditev 36 Vrsta ZZOZI an, z nenegativnimi ¢éleni konvergira natanko tedaj, ko

je zaporedje njenih delnih vsot (navzgor) omejeno.
Zgled: Oglejmo si t.i. harmoniéno vrsto.
n o 2 3 7
n=1
Vsak njen clen od drugega naprej je harmoni¢na sredina sosednjih, torej

1 1 1 1 .
— == + za vsak j > 2.
Qj 2 aj—1 aj41
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Velja
1 1 1 11
mil ma2 T mam T M T
zato je
1 1 11 1 1 1 1 1
§+Z +5+6+?+§+9+E+ +E+
>%, 2 clena >3, 4 éleni >3, 8 élenov
1 1
"+72k—1+1+"'+2_k+"'7

>%, 2F=1 &lenov

od koder sledi, da delne vsote ne morejo biti navzgor omejene. Vrsta torej di-
vergira. Naivno vpraSanje, koliko ¢lenov vrste moramo sesteti, da izra¢unamo

vsoto na npr. tri decimalke natanéno, nima smisla. O

Zgled: Analizirajmo konvergenco vrste
=1 11
Z—_1+—+—+...,

ns 35
n=1

kjer je s € R.

1. Ceje s < 1, je 1/n® > 1/n, torej je za vsak k Zﬁzl 1/n® > Zﬁzl 1/n.
Ker delne vsote harmoni¢ne vrste niso nazvgor omejene sledi, da tudi
1/n®

delne vsote vrste >_ 7, 1/n® niso navzgor omejene, torej vrsta y -

divergira.
2. Najbos>1,tj. s=1+0, c > 0. Kot v prejsnjem primeru:

1 4oa 1 - 1
(n+1) (n+n)* ns n°

Torej je
1+1+1+1+1+1+1+1+ PRI
33 55 65 75 8 95 105 T 165
<2% <4%:(2;)2 <8%:W

Torej je poljubna delna vsota manjsa od stevila

R 12+ 13+ ER)
25 " 20 T\ 27 27 20
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za nek r, to pa je vedno <

N
25 201 L7

torej so delne vsote nase vrste navzgor omejene.

Izrek 75 Naj bosta ZZO_I Ay N ZZO_I b, vrsti z nenegativnimi ¢leni in naj za
vsak n velja a, < by,. Ce konvergira vrsta S0 by, konvergira tudi > 07

b

an;

n=1 n=1

tj., ¢e vrsta Y-~ ay divergira, divergira tudi’y -

n=1

Dokaz: Naj bo s, n-ta delna vsota Y - | a, in ¢, n-ta delna vsota Y, by.

n=1

Tedaj iz predpostavke sledi
Sp=a1+as+...+a, <by+by+...+b, =t,,

za vsak n. Naj vrsta > -~ b, konvergira, tj. naj bo zaporedje delnih vsot
{t,},2_, navzgor omejeno. Tedaj obstaja M, da je t, < M za vsak n. Sledi, da
je sn < t, < M za vsak n, kar pomeni, da je tudi zaporedje {sn} _, havzgor

omejeno. Torej Y7 | a, konvergira. O

Izrek se vedno velja, ¢e je a, < b, za vse n od nekega naprej.

Opomba: Ce je >0 1 an vrsta s ¢leni poljubnega znaka in >~ b, vrsta

z nenegativnimi ¢leni, da velja |a,| < b, za vsak n, tedaj pravimo, da je vrsta

[o'e) .
>0, by majoranta za vrsto Y| ap.

Izrek 76 (D’Alembertov-kvocientni kriterij) Najbo > "7, a, vrsta s pozi-

n=1

tivnimi ¢leni. Tvorimo zaporedje Stevil

An 41
an

D, =
Tedaj velja

1. Ce obstaja q < 1, da za vsak n od nekega ng naprej velja D, < q, tedaj

>0 an konvergira.
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2. Ce za vsak n od nekega ng naprej velja D, > 1, tedaj vrsta > L an

divergira.
Opomba: ¢e slu¢ajno obstaja lim,, .~ D, = D, potem velja:
1. Ceje D < 1, vrsta 3o | a, konvergira.
2. Ceje D > 1, vista > oo a, divergira.

3. Ce je D =1, o konvergenci v splosnem ne moremo soditi.

Dokaz:

1. Naj bo D, < ¢ <1 (n>ng). Torej sledi ant1/an, < g (n > ng) oziroma

an+t1 < qap (n > np), zato je za vsak m > 1

Ang+1 < Unoq
< < 2
a’no-‘rQ >~ a’no-‘rlq = a’noq

2 3
Ano+3 < Ang+24 < Ano+19 < Annq

m
ano-i-m S anoq

Sledi, da je vrsta an, + Gnyq + an, ¢% ... majoranta za vrsto Gny + Ang+1 +
Ang+2 + ... Ker je 0 < ¢ < 1 vrsta 1 + ¢ + ¢*> + ... konvergira, zato
tudi vrsta dn, + anyq + anyg> - . . konvergira. Ta vrsta pa je majoranta za
Uy + Ang+1 + Ang+2 + - - ., torej po izreku [0l konvergira tudi slednja. Zato

tudi vrsta a; + a2 + a3z + . .. konvergira.

2. Ceje D, >1,n > ng, je apt1/an > 1 zan > ng, zato an+1 > a, za vsak
n > ng. Torej je {a,},., narascajoce zaporedje pozitivnih §tevil, a,, tako

ne konvergira k 0, ko gre n proti oo, zato vrsta divergira.

O

Zgled: Z uporabo D’Alembertovega kriterija ugotovi, za katere x > 0 je vrsta

o0
g na”
n=1
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konvergentna.

D= lim D,

n—r 00
1 n+1
~ iy (D"

n—o00 nx™

= lim
n—oo N

T

Ce je 0 < z < 1, vrsta torej konvergira. Ce je x > 1, vrsta divergira. Pri z = 1

imamo vrsto )", n, ki divergira. O

oo
n=1

Izrek 77 (Cauchyjev-korenski kriterij) Naj bo > °_ | a, vrsta z nenegativ-
nimi ¢leni. Naj bo

C, = ¥a,, neN.
Tedaj velja:

1. Ce obstaja q < 1, da za vsak n od nekega ng naprej velja C,, < q, tedaj
ursta 2| a, konvergira.

&S]
n=1

2. Ce za vsak n od nekega ng naprej velja C, > 1, tedaj vrsta > an

divergira.
Opomba: ¢e slucajno obstaja lim,,_,~, C,, = C, potem velja:

1. Ceje C < 1, vrsta 572 | an konvergira.

n=1

2. Ceje C > 1, vista >.°°  a,, divergira.

n=1

3. Ce je C' =1, o konvergenci ne moremo soditi.

Dokaz:

1. Naj bo C,, < qzan > ng. Tedaj /a, < q zan > ng, tj. a, < ¢"
za vsak n > ng. Torej je vrsta g™ + ¢?ot! 4 ¢™*2 + .. majoranta za
VIStO Gy + Ang+1 + Gng+2 + ... Ker je 0 < ¢ < 1 in prva vrsta ostanek

konvergentne geometrijske vrste, prva vrsta konvergira in zato po Izreku
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tudi ang + Gng+1 + ang+2 + - . . konvergira in zato tudi ay +az +ag+ ...

konvergira.

2. Ce je Cp > 1 zan > ng, tedaj /a, > 1, torej a,, > 1 za vsak n > nyg.

Zato a, ne konvergira k 0. Vrsta Y~ | a, torej divergira.

O
Zgled: 7 uporabo Cauchyjevega kriterija ugotovi, za katere x > 0 je vrsta
> ()
n=1 n
konvergentna. Izra¢unajmo
n
lim C, = lim {/(%)
n—o00 n—00 n
= lim z
n—oo n
=0.
Vrsta torej konvergira za vsak x > 0. O

Izrek 78 (Raabejev kriterij) Naj bo Y., | a, vrsta s pozitivnimi cleni in

Rn:n( an —1).
An 41

Tedaj velja:

1. Ce za vsak n od nekega ng naprej velja R, > r > 1, tedaj vrsta S0 L an
konvergira.

2. Ce za vsak n od nekega ng naprej velja R, < 1, tedaj vrsta S an

divergira.
Opomba: ¢e slu¢ajno obstaja lim,_, R, = R, potem velja:
1. Ceje R > 1, vista >0 | a, konvergira.

2. Ceje R< 1, vrsta >0 a, divergira.

n=1
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3. Ce je R =1, o konvergenci ne moremo soditi.

Dokaz: Naredimo primerjavo z vrsto > -, n™*.

1. Naj bo R, >r > 1 zan > ng. Sledi

o _1>L nzng
Ap+1 n
oziroma
a r
(*) R Z 1 + ) n > no
Ap+1 n
Najbo 1l < s <r. Kerje
1 s—1 s(z+1)571
lim % = lim ( ) = s,
z—0 T x—0 1
je
1+1) -1
lim 7< "1) =s<T.
n—oo -

n

Zato za vse n od nekje naprej velja (1 +1/n)* —1 < r-1/n, n > ng, tj.

(14+1/n)* <1+7r/n,n>ng. Zaradi () je

1\° 1)
V) T

—~

1
n+1
Torej
()
Ap4-1 n+1
ntl < 5 za vsak n > ng.
n (%)
7 mnozimo
S S
1 1 1\8
Ano+1 Apg+2 QA no+1 no+2 (E)
R < a SRR -
Any  Apg+1 Am—1 1 1 _1
no no+1 m—1
in dobimo
1 S

Um, o

— < ) s, M >N

aTLO L

no

oziroma

Gng 1\°
Ay, < ~Nlm ) m > ng.
()
Torej je vrsta iz ¢lenov, ki je konvergentna (saj > (1/m)® konvergira, ker

je s > 1), majoranta za vrsto an, + any+1 + - . . Ker majoranta konvergira,

nasa vrsta konvergira.
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2. Naj bo R, <1 za vse n > ng. Torej

a
n< i —1>§17 n > ng
Ap+1

oziroma

<1l+ -
Ap41 n
_n+l
N
1
=—1, n=ng
n+1
Enako kot prej dobimo
a L a 1
mz% 0Z. Q> 7110 —, m>ng
a - = |Im
o no no

Vrsta iz ¢lenov na desni strani divergira, saj vrsta > 1/n divergira. Zato

po izreku [[0l divergira tudi ) a,.

Zgled: Ugotovi, za katere x > 0 je vrsta

00
n!

(4+1)(z+2)...(x+n)

n:l
konvergentna.

Uporaba kvocientnega kriterija

D = lim D,

n—oo

. n-+1
= hm —_—

n—oox +mn-+1

=1
nam pri analizi konvergence ne pomaga. Z uporabo Raabejevega kriterija

R= lim R,

n— 00

. rz+n+1
= hm n|{f—— =1
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pa dobimo, da je vrsta za x > 1 konvergentna, za x < 1 pa divergentna. Pri

x = 1 je vrsta harmonicna, torej divergira. O

Izrek 79 (Cauchyjev-integralski kriterij) Naj bo Zzozl an dana vrsta, pri
cemer je a, = f(n), n € N, kjer je f pozitivna, zvezna, monotono podajoca
funkcija na intervalu [1,00). Tedaj Y ", an konvergira natanko takrat, ko ob-

staja integral

f(z)dx.
1
f(@)
a
as - Ff
Ay
12 3 4 z

Slika 6.1: Cauchyjev-integralski kriterij (a)

Dokaz: Samo skica. Naj floo f(x)dx konvergira. Delne vsote vrste as +as+. ..
so vsote plos¢in pravokotnikov. Ker je zaradi konvergence integrala ploscina p
neskoncnega lika pod grafom f koné¢na, in vsote ploscin pravokotnikov < p sledi,
da so delne vsote te vrste as + az + ... navzgor omejene s p, vrsta »_ a, torej
konvergira.

Obratno, naj integral floo f(x)dx divergira.

f(=)

Slika 6.2: Cauchyjev-integralski kriterij ()

Delne vsote vrste a; +as+. . . so vsote ploséin pravokotnikov. Ker je ploscina

pod grafom f neskonéna sledi, da so delne vsote navzgor neomejene, vrsta torej
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divergira. O

Zgled: Konvergenco vrste

= 1
;nloan

bomo preverili z integralskim kriterijem.

& 1 . A dr
5— = lim 5
2 xlog®x A—ocoJo xlog”x

[,
= lim |-
A—oo | logx],

= lim <— ! + ! >
A—o0 log A  log2
1
log 2

Integral konvergira, torej tudi vrsta konvergira. %

6.3 Vrste s cleni poljubnega predznaka, abso-
lutna konvergenca

Definicija 96 Vrsta > .- a, se imenuje absolutno konvergentna, ce je

vrsta Y, |an| konvergentna.
Izrek 80 Ce je vrsta >0 | an absolutno konvergentna, je konvergentna.

Dokaz: Naj bo > | |a,| konvergentna. Naj bo £ > 0. Tedaj obstaja ng, da

za vse m > ng in vse p > 1 velja:
|am| + |ams1] + - .. + |amipl| <e.
Ker je
A + Q1 + - - +am+p‘ <Aam| + |am+1| + -« + |am+p| <&,

sledi

am+am+1—|—...+am+p‘ < €.

S tem je Cauchyjev pogoj izpolnjen za vrsto > a,. Torej ta vrsta konvergira.[]
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Opomba: Obstajajo vrste, ki so konvergentne, niso pa absolutno konver-

gentne.

Zgled: Alternirajoéa (harmoniéna) vrsta

+ +

W =
e
at] =

==
|
N —

je vrsta, ki ni absolutno konvergentna, je pa konvergentna. (Slednje bomo

pokazali pozneje) O

Izrek 81 Naj bo Y . a, vrsta, v kateri so vsi cleni razlicni od 0. Ce je

|an 1]
|an|

<g<l1

za vse n od nekega naprej, vrsta Y-, an absolutno konvergira. Ce je

|an|
od nekega n naprej, vrsta Zzozl an divergira.

Dokaz: Prvi del dokaza je posledica kvocientnega kriterija za y |a,|. Drugi
del: ¢e je |ant1l|/|an| > 1 sledi |any1| > |an| od nekega n naprej. Torej a, ne

gre proti 0, zato vrsta divergira. O

6.4 O preureditvi vrste

Naj bo a1 + az + ... dana vrsta, 7 : IN — IN bijekcija. Vrsto ar(1) + ar(2) + ...

imenujemo preureditev dane vrste.

o0
n=

Naj vrsta Y > | a, konvergira. VpraSanje je ali je vrsta > -, Gy (n) konver-

gentna? Ce je, kaj je njena vsota? Je morda enaka vsoti prvotne vrste?

Izrek 82 Naj bo >.°7, a, absolutno konvergentna. Tedaj je za vsako bijekcijo

n=1

7:IN—IN
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tudi vrsta Y, ar(n) konvergetna in je
o0 o0
D an=) ey
n=1 n=1

Dokaz: Najbo s, = a1 +az+...+a, ins), = )+ az(2)+. ..+ arn). Dovolj
je, da pokazemo lim,, o (8, — 5,,) = 0, saj je tedaj lim,, o0 Sy, = limy, 00 80, ).
limita n-te delne vsote prvotne vrste je enaka limiti n-te delne vsote preurejene
vrste. Naj bo € > 0. Obstaja ng, da za n,m > ng velja 3" |ax| < e. To

sledi iz Cauchyjevega pogoja za Y |a,|. Od tod v posebnem sledi

m

>

k=n-+1

m
< > lal

k=n-+1

|Sm - Sn| S

<e€

za vsak n,m > ng. Torej |s,, — s,| < € za vsak n,m > ng. Naj bo [ najvecje

od stevil 771(1),..., 7 1(ng). Tedaj je
{m7Y),..., 77 (o)} C {1,...,1}
Jasno je | > ng. Torej
{1,2,...,n0} C{m(1),m(2),...,7(])}.
Ce je n > 1, 3e toliko bolj velja
{1,2,...,n0} C{7(1),7(2),...,7(n)}.
Ce je m najvecje od stevil w(1),7(2),...,7(n), je

(1,2, 0} C{r(1),7(2), ..., 7(n)} CH{1,2,... ,m}.



232 POGLAVJE 6. VRSTE

Tedaj je

n no

!

Sp = Sng| = E Ar(i) — E a;
i=1 i=1

e Z A (4)

i<n
(i) >no
< Z ‘a’ﬂ'(Z)|
i<n
7(1)>ng
(xx)
< 2
k=no+1
<e€

Sledi: |s], — $n,| < &, za vsak n > ng. Ker je n > ng, je |$n — sn,| < €. Torej za

n > sledi

S = Snl = [8h = Sng + Sne — Snl
< I8 = Snol + [8no — nl

<e+4e=2.

Za vsak € > 0 torej obstaja [, da je za vse n > I: |s), — s,| < 2e. Torej gre

s, — s, proti 0, ko gre n proti co. O

Definicija 97 Vrsto Zzozl an, ki je konvergentna, pa ni absolutno konver-

gentna, imenujemo pogojno konvergentna vrsta.

Izrek 83 (Riemann) Naj bo > 77 | a, pogojno konvergentna vrsta. Za vsako

§tevilo A obstaja bijekcija m: N — IN, da je > | Ur(n) = A.

Skica dokaza: Vzemimo npr., da so vsi a, # 0. > ay, je konvergentna, > |ay,|
pa ne. Naj bo > p,, vsota pozitivnih ¢lenov vsote Y ay,, v istem vrstnem redu,
> gm pa vsota negativnih ¢lenov vsote Y a,, v istem vrstnem redu. Obe vrsti
sta neskonéni, sicer bi ) a, absolutno konvergirala. Naj bo A, = >"}'_; ax.
Tedaj je

(*)  An = Prin) — Qumn)-
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Pritem je Py(,) vsota pozitivnih ¢lenov med prvimi n ¢leni, @,,,(,) pa vsota prvih
z —1 pomnozenih negativnih ¢lenov med prvimi n ¢leni. Najbo A% = > |ak|.
Tedaj je

(#%) A} = Pretn) + Qmn)-
Pokazemo: obe vrsti > py, in Y ¢y, divergirata. Ce bi namre¢ ena konvergirala,
npr. > pm , bi obstajala limita lim,, Py(ny- Ker lim,, o A, obstaja, biiz (x)

sledilo, da tudi limy, 0o Qpm(n) obstaja. Torej bi obstajala lim,, . Aj,, zaradi

n
(%), kar pa ne, ker naga vrsta ne konvergira absolutno.

Sklep: Vrsti Y 2 p, in Y " g divergirata, hkrati pa velja lim,, o pp, =0
in limy, 00 ¢, = 0, saj iz konvergence Y7 | a,, sledi lim,, o a,, = 0.

Naj bo A poljubno stevilo. Iz vrste Y.~ | p, najprej vzamemo toliko prvih
clenov, da vsota ravno preseze A. Nato iz vrste >~ | ¢, priStejemo prvih toliko

clenov, da pridemo ravno pod A. Tako nadaljujemo; ker je lim,, ., p, = 0 in

lim,, o0 ¢, = 0 opazimo, da je vsota dobljene vrste ravno A. O

6.5 Alternirajoce vrste

Izrek 84 (Leibnizev kriterij) Naj bo Y . | a, alternirajoca vrsta, t.j

sign(an4+1) = — sign(a,) za vsak n
in naj bo |a1], |as,. .. padajoée zaporedje z limito 0. Tedaj vrsta ., an kon-
Vergira.
Dokaz: Naj bo b, = |a,|. Privzamemo, da je a; < 0. Torej a; = —b;. Naga
vrsta je tako —by+by—bs+bs—. . ., kjer je {b; }5°; padajoce zaporedje pozitivnih
Stevil z limito 0. Naj bo s, n-ta delna vsota vrste —by + by — b3 + by — ... Velja

S2n+1 = S2n—1 + ban — b2nt1 > So2n—1.

>0

Podobno

S2n+2 = San — bany1 + bapgo < Sop.

Sledi s1 < s3 < 85 < -+- < 856 < 54 < s9. Torej je zaporedje {s2,-1}52,

nara$cajoce in navzgor omejeno, zato obstaja lim, o S2,_1 = s’ in podobno
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obstaja lim,, o 52, = 8. Jasno je s’ < s”. Ker je

s — 8" = lim (s2p,_1 — S2n)
n—oo
= hm (—bgn)
n— 00
sledi s’ = s"” = s, torej limy, o0 Sy, = . =

Zgled: Alternirajoca vrsta » (—1)"/n je konvergentna (sledi iz Leibnizevega
kriterija), vemo pa, da ni absolutno konvergentna. Torej je pogojno konver-

gentna. O

6.6 Mnozenje vrst

Naj bosta dani vrsti (A) in (B) konvergentni.
(4) EZan =ay+ast+az+...
(B)= bp=b1+by+bs+...
Oglejmo si vse mozne produkte.

arby azby asby

arby  azby asbs

S
If

aybs

Elemente neskon¢ne matrike (C') je mogoce na razli¢ne nacine razvrstiti v vrsto.

Vsaki taksni vrsti pravimo produkt vrste (A) z vrsto (B).

Izrek 85 Naj bosta (A) in (B) absolutno konvergentni vrsti. Tedaj je njun
produkt, torej vrsta sestavljena iz produktov (C) v poljubnem vrstnem redu, kon-

vergentna vrsta in njena vsota je enaka
oo o0 oo
e (Do) ()
n=1 n=1 n=1

lj. njena vsota je enaka produktu vsot vrst (A) in (B).
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Dokaz: Naj bo > > | |an| = A* in Y 7, |b,| = B*. Naj bo sedaj

Z aisbks = a;, bk1 =+ aigka + ...

s=1

vrsta iz produktov (C') v nekem vrstnem redu. Pokazimo, da je slednja vrsta

absolutno konvergentna, tj. > | |a;, by, | konvergira. Oglejmo si delno vsoto
|ai, bk, | + |aiybiy| + - + |ai b, |-
Naj bo v najvec¢ji od indeksov iy, ..., s, k1, ..., ks. Tedaj je
@iy bry | + |@iybiy | + oo+ aibe, | < (lax] 4+ ...+ |a])(Jbr] + ..+ [bu])
< A*B*

Torej so vse delne vsote vrste Y ° | |a;, by, | z nenegativnimi ¢leni navzgor ome-
jene z A*B*. Vrsta Y | |a;, by, | torej konvergira, zato Y~ | a;, by, absolutno
konvergira in je po znanem izreku vsota te vrste neodvisna od vrstnega reda

¢lenov.

Slika 6.3: Izbira ¢lenov produkta dveh vrst

Vrstni red €lenov bomo izbrali tako, kot kaze slika B3] tj. ai1b; + a1bs +
asbs + asby + ... Vemo, da ta vrsta konvergira, zato bo konvergirala tudi vrsta

a1by + (a1be + agbs + asby) + .. ., katere delne vsote so ravno:

a1b1
(a1 + ag)(bl + bg)

(a1 +as + ag)(bl + bs + bg)

Zaporedje teh delnih vsot konvergira k produktu (3>°°7 ; a,) - (3o by). O

n=1
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6.6.1 Opomba o dvakratnih vrstah

Naj bo A dana neskon¢na matrika

ail a2 ais
az1 a2 a3

asy  as2

Za vsak i naj bo ijl a;; formalna vsota elementov i-te vrstice. Formalno

vsoto
(o] (o]

(*) Z ) %

imenujemo dvakratna vrsta. Podobno imenujemo formalno vsoto

dvakratna vrsta.

Pravimo, da je vrsta () konvergentna, ¢e najprej konvergira vsaka Z;‘;l aij,
nato pa Se vrsta iz vsot (x). Podobno velja za (#*). Razvrstimo sedaj elemente
matrike A v navadno zaporedje uy,us, ... (bijekcija IN x IN — IN) in tvorimo
vsoto

Velja:

1. ¢e (x**) konvergira absolutno in je njena vsota U, tedaj konvergirata (x)

in (*%) in imata obe vsoto U.

2. ¢e konvergira (x), v kateri vsak ¢len nadomestimo z njegovo absolutno
vrednostjo, tedaj konvergira (x * %) absolutno (in zato (x * %) tudi konver-

gira). Vsote vseh treh vrst so enake.

Dokaz bomo izpustili.

6.7 Funkcijska zaporedja in vrste

Naj bo f1, f2,... zaporedje funkcij, definiranih na mnozici D.
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Definicija 98 Zaporedje funkcij {fn}..., konvergira na D, ¢e za vsak x € D

konvergira zaporedje tevil { fn(x)}2 ;. Ce za vsak x € D pisemo

f(z) = lim f,(x),

n— 00
dobimo funkcijo f, ki jo imenujemo limita zaporedja {fn}, ;.
Zgled: Naj bo D = [0,1], fn(z) = 2™

f(z)
1

i

T3 4,

Slika 6.4: Zaporedje funkcij f,,, fn(z) = a™

Za0 <z < ljelim,oo fn(z) =lim, oo 2™ = 0,zax = 1jelim, o frn(x) =
lim,, o 1™ = 1. Zaporedje f, torej konvergira na [0, 1] k funkciji

0, 0<zx<1

1, z=1.

,1
Slika 6.5: Graf limitne funkcije

O

Definicija 99 Zaporedje funkcij {f.},., konvergira enakomerno na D (k
funkciji f), ce za vsak € > 0 obstaja ng € N, da je |fn(x) — f(z)| < € za vse

x €D, ¢im jen > ng.
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To je vec kot samo konvergenca. Pri konvergenci za vsak x € D in vsak e > 0
obstaja ng € IN, da je |f,(z) — f(z)] < e ém je n > ng; tu je ng v splosnem
odvisen od z. Pri enakomerni konvergenci pa mora biti mogoce, da ob danem

& > 0 izberemo ny neodvisno od x.

Zgled: Zaporedje funkeij {fn}, —, fu(z) = z/n, na R konvergira k f(z) = 0,
a ne konvergira enakomerno: ¢e € > 0 predpiSemo, ne moremo najti ng, da bo

|x/n — 0] < e za vse n > ng veljalo za vse z € R. O

Zgled: Zaporedje funkcij {fy},o, fu(z) = 2", konvergira na [0, 1], ampak ne

konvergira enakomerno na [0, 1]. Recimo, da konvergira enakomerno k funkciji

0, 0<z<1
flx) =
1, x=1.

Tedaj za vsak € > 0 obstaja ng € IN, da je [2" — 0| < e, zavsez, 0 <z < 1
in za vse n > ng, tj., da je x < /e zavse z, 0 <z < 1in za vse n > ng. To
pa ni res, saj lahko za x izberemo taksno $tevilo, za katero je "z < z < 1.

Protislovje pokaze, da konvergenca ni enakomerna. O

6.7.1 Geometrijska interpretacija enakomerne konvergence

Naj {fn}.—, konvergira k f na [a,b] enakomerno.

Slika 6.6: Funkcijsko zaporedje {f,},—, konvergira k f na [a,b] enakomerno

Enakomerna konvergenca pomeni: za vsak € > 0 obstaja ng € IN, da je

|fn(x) — f(z)| < € za vsak n > ng in vsak x € [a, ] oziroma, Ce preberemo s



6.7. FUNKCIJSKA ZAPOREDJA IN VRSTE 239

slike [6.6}
f(@) —e < falz) < flz) +¢

za vsak n > ng in vsak x € [a, b].
To pomeni, da vsi grafi f,, za n > ng lezijo v pasu okrog grafa f navpicne

viine 2e¢. Torej od nekega n naprej lezijo vsi grafi v tem pasu.

Izrek 86 Naj zaporedje {fn},., konvergira enakomerno na D k funkciji f. Ce
so vse fr, zvezne v tocki a € D, je tudi f zvezna v a. Torej, ¢e so vse f, zvezne

na D, tj. zvezne v vsaki tocki mnoZice D, je tudi f zvezna na D.

Dokaz: Za vsak n velja

[f(z) = f(a)| < [f(2) = fu(@)| + [[u(z) = fa(a)| + [fnla) = f(a)]

Naj bo € > 0 poljubno majhen. Zaradi enakomerne konvergence lahko izberemo
n tako velik, da je |fn(z) — f(x)| < /3 za vsak x € D. Zaradi zveznosti f,
lahko izberemo § > 0, da iz |z — a| < 6, € D sledi | f,(x) — fu(a)| < /3. Ce
je torej |z —al < §, x € D, sledi

@)~ fl@l <5 +5+5 =

Torej je f res zvezna v tocki a. O

Definicija 100 Vrsta > - | u, konvergira na D, ée za vsak x € D konvergira
stevilska vrsta >0~ un(x). Vrsta Y .- u, konvergira enakomerno na D, ce

zaporedje njenth delnih vsot konvergira enakomerno na D.

Posledica 33 Vsota enakomerno konvergentne vrste zveznih funkcij je zvezna

funkcija.
Naslednji izrek navedemo brez dokaza.

Izrek 87 Zaporedje { fn} -, funkcij na D je enakomerno konvergentno natanko
tedaj, ko je enakomerno Cauchyjevo, tj., ko za vsak ¢ > 0 obstaja ngy, da je

[frn(x) = fr(2)] <€ za vsak x € D in za vsaka m,n > ng.
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Posledica 34 Vrsta > -, u, funkcij na D enakomerno konvergira natanko

tedaj, ko je enakomerno Cauchyjeva, tj. za vsak € > 0 obstaja ng € IN, da je

ST ()| < € za vsak x € D, vsak m > ng in vsak p > 0.

Zgled: Dana je vrsta

f@) =S a1 —a).
n=1

a) Pokazi, da vrsta konvergira za vsak x € [0, 1].

Vsi ¢leni v vrsti so nenegativni. Pri x = 0 in = 1 je konvergenca
oc¢itna. Za splosen x, 0 < x < 1, bomo konvergenco raziskali z uporabo

D’Alembertovega kriterija.

lim D, = lim

n— oo n— oo 1’”(1 — 1’”)
1 n+1
= lim z( i)
n— oo 1 —axn
=z

Za 0 < x < 1 vrsta konvergira, torej nasa vrsta konvergira na [0, 1].

Doloéi f(x) za x € [0,1]. Vsota je enaka 0 priz =0 in x = 1.
an(l _ mn) — Z(l,n _ l,Qn)
n=1 n=1
o+l +23+. . -2 —at—ab— ...

Ker pa je 0 < x < 1, je desna stran enaka

x .’E2 xT

-2 1—22 1—g2

oziroma
0, T =1,
f(x) =

1}7, T e [0, 1)
Ali vrsta enakomerno konvergira? Ker je

. T
lim =00
z—11 — .’E2

konvergenca ne more biti enakomerna. Vse funkcije so zvezne, limitna pa

ne.
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O

Izrek 88 (Primerjalni kriterij, Weierstrassov M-test) Najbo {u,},, za-

poredje funkcij na D in naj za vsak n obstaja stevilo ¢, da je
() lun(x)] < ¢ za vsak x € D.

~ . o0 . o0
Ce je vrsta Y~ ¢n konvergentna, je vrsta » .~ un(x) enakomerno konver-

gentna na D.

Opomba: Tudi vrsta |y~ | u,(x)| je enakomerno konvergentna na D.

Dokaz: (Skica). Naj bo e > 0. Ker ¢, konvergira, izpolnjuje Cauchyjev pogoj,

m~+p
n=m

cn| < € za vsak m > ng in vsak p > 0, tj.

torej obstaja ng, da je ’Z

Em+p cn < € za vsak m > ng in vsak p > 0. Torej je zaradi () za vse x € D

n=m
m+p m~+p
n=m n=m
m—+p
< on
n=m
<e

Torej vrsta je enakomerno Cauchyjeva, torej po zgornjem izreku enakomerno

konvergentna. O

6.8 Integriranje in odvajanje funkcijskih vrst

Izrek 89 Naj bodo u,, n € N, zvezne funkcije na intervalu [a,b] in naj vrsta
Yous  un(x) konvergira enakomerno na [a,b] k funkciji f. (Vemo: vsota f je

ezna funkcija) Tedaj je

/ab f(z)dx = nij:l l/ab un(m)dwl
= /abul(x)dx + /abug(:v)d:v +...

Izrek nam pove, da lahko pri teh pogojih zamenjamo »_ in f7 saj je

(oo}

/ab @uﬂ(z)dzl v Mun(m)dz] |

n=1
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tj., da lahko vrsto ¢lenoma integriramo.

Dokaz: Naj bodo s,(z) = "1 ; u;(z) delne vsote nase vrste. Po predpostavki
sn enakomerno konvergirajo k f. Torej za vsak € > 0 obstaja ng € IN, da je

|sn(x) — f(z)| < € za vsak n > ng in vsak x € [a,b]. Torej je

/ab Sp(x)dx — /ab f(x)dx

/ " (sn(e) - (@) de

b
< / jsn(2) — f(2)| de

b
ge/ 1-dx

=e(b—a),
za vsak n > ng. Iz definicije limite sledi, da je

b b
lim sn(:r)dx:/ f(x)dz,

n—oo
.
b b b b
lim / uy(x)dr + / ug(x)de + ...+ / up(x)de| = / f(z)dz,
n—00 a a a a
kar pa pomeni, da vrsta > (f: up, (z)dz) konvergira in njena vsota je fab f(z)dz.

O

Izrek 90 Naj bodo funkcije u,, n € IN, zvezno odvedljive na [a,b]. Naj vrsta
S0 un(x) konvergira na [a,b] k f(z) in naj vrsta Y .o ul(z) enakomerno

konvergira na |a,b]. Tedaj je [ odvedljiva na [a,b] in velja
fl@) =" up(x)
n=1

= Wi (@) + uh(e) . 20 vsak @ € o8]

4 [e%S)

To pomeni, da je (Y07 un(z)) = Y07 ul(z), za vsak x € [a,b], tj., da

vsoto lahko ¢lenoma odvajamo.

Opomba: Izrek B9 je zagotovil, da je [> = > [, izrek pa, da je
EL=T
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Dokaz: Naj bo f*(z) = Y77 | ul,(z) za vsak x € [a,b]. Ker so ul, zvezne in ker
vrsta enakomerno konvergira, je tudi f* zvezna na [a,b]. Po prejsnjem izreku

smemo Clenoma integrirati na vsakem intervalu [a, x]:

/j [H(t)dt = [/j u;(t)dt}

=D [un(z) —un(a)]

oo

(]2 L1V

n=1

M

Up(x) — Z un(a)

1

z) — f(a).

n

|
~
—

Torej za vsak z € [a,b] velja [ f*(t)dt = f(z)— f(a). Ker je f* zvezna funkcija
na [a,b], je leva stran odvedljiva na [a,b] in njen odvod je enak f*(x). Torej
je tudi desna stran odvedljiva in odvoda sta enaka, tj. f'(z) = f*(z) za vsak

x € la,b). O

Izrek 91 Naj bodo f,, n € N, zvezne funkcije na [a,b] in naj {f,},—, konver-

gira enakomerno na [a,b] k funkciji f. Tedaj je

b b
/f(z)dz: lim fn(x)dz.

n—oo

Izrek 92 Najbodo f,, n € N, zvezno odvedljive funkcije na [a,b] in naj {fn},—,
konvergira k f na [a,b]. Naj zaporedje f!, konvergira enakomerno na [a,b]. Tedaj
je [ odvedljiva na [a,b] in velja

f/(x) = lim f.(x) zavsak x € [a,b].

n—r oo

Opomba: V bistvu sta zadnja dva izreka preformulirana prejSnja izreka za

zaporedja (delne vsote vrst).

6.9 Potencne vrste
Potenc¢na vrsta je vrsta oblike

(%) a0+a1(:v—xo)+a2(x—cv0)2+a3(x—:vo)3+...
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Poseben primer potencne vrste je
(%) ap + a1z + asx® + azz® + . ..

Za analizo konvergence vrste (x) je dovolj raziskati konvergenco vrste (xx), do
katere pridemo, ko x — x¢p nadomestimo z x. Zato podrobneje obravnavamo le
vrste oblike (xx). Vsaka taksna potencna vrsta konvergira pri = 0. Lahko se

zgodi, da potencéna vrsta (x*) konvergira samo pri x = 0.

Zgled: Oglejmo si vrsto
oo
Z nlz".
n=1

Recimo, da vrsta konvergira pri « # 0.

|(n + 1)1z H|
T ] (n+ 1)z

Desna stran je za vse dovolj velike n navzdol omejena z 1. Torej |(n+1)lz" 1| >
[nlx™| za vse dovolj velike x. Torej gotovo ni res, da je lim, . nlz"™ = 0. Vrsta

torej divergira. Sledi, da vrsta ) - | nlz" konvergira samo pri z = 0. O

Izrek 93 Naj bo Y. ° ,anz™ potenéna vrsta. Obstaja taksen R € [0, 00|, da je
vrsta (xx) absolutno konvergentna za vsak |x| < R in divergentna za |x| > R.
Ce je 0 < r < R, tedaj vrsta enakomerno konvergira na [—7,7]. Stevilo R

imenujemo konvergenéni polmer (radij) vrste (xx).

Torej je konvergencno obmocje potencne vrste nek interval. Na vsakem za-

prtem strogo manjsem intervalu pa vrsta konvergira enakomerno.

Dokaz: Naj vrsta (xx) konvergira pri @ = 29 # 0. Naj bo 0 < r < |zg|.
Pokazemo, da vrsta (xx) konvergira absolutno in enakomerno na [—r,r]. Ker
vrsta (k) konvergira pri o, je lim,_ o |anz{| = 0. Torej obstaja M < oo, da

je |an| |8 < M, za vsak n. Ce je x € [—r,7], je:

lanz™| < |an|r"

”' n
~ Ja| (?) |
n
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Torej |anz™| < M (r/|xo|)" za vsak x € [—r,7] in vsak n € N. Ker je r/|zo| < 1,
vrsta Y~ (r/|zo|)™ konvergira, torej je Y02 | M(r/|xo|)™ konvergentna Stevilska
vrsta. Ker je |a,2™| < M (r/|xo])" za vsak o € [—r,r] in vsak n € N, po Weier-
strassovem M-testu sledi, da je Y~ a,a™ enakomerno konvergentna na [—r, 7|.
(Seveda je za vsak x € [—r,r] tudi absolutno konvergentna, saj njena majoranta
S>> M (r/|zo|)" konvergira.) Ker je bil r < |xg| poljuben, sledi, da vrsta (sx)

konvergira za vsak x, —|zg| < z < |zg|. Naj bo
R = sup{|zo| : vrsta (xx) konvergira pri = x}.
Ta R ima vse zahtevane lastnosti. O

Posledica 35 Vsota potencne vrste s konvergenénim polmerom R > 0 je zvezna

funkcija na (—R, R).

Izrek 94 Za konvergencéni polmer R potencne vrste Y - apz® velja:

1

n— oo

an

! , ¢e limita obstaja.
Qn

1
1) = = lim {/|a,l|, ¢e limita obstaja.

R n— 00

Dokaz: i) Naj bo 1/p = limy, 00 |ant1/an)-

. Qn41T . Ap 1
lim = lim ( |x|>
n— 00 Ap 2™ n—00 ap,
_ =l
p

Kvocientni kriterij pravi, da za |z|/p < 1 vrsta (absolutno) konvergira, za
|z|/p > 1 vrsta divergira oz. za |z| < p vrsta konvergira, za |z| > p vrsta
divergira. Torej je p = R.

Podobno pokazemo za i) z uporabo korenskega kriterija. O

Izrek 95 (Cauchy-Hadamard) Za konvergendni polmer R potencéne vrste Z;O:O apzk

velja:

1
— =limsup V/|ay|.
R n— oo
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Dokaz: Naj bo L = limsup,,_,,, /|an|- Denimo, da je 0 < L < co. Naj bo
|x| < 1/L. Ker je 1/|x| > L, je 1/|z| > L + € za nek € > 0. Ker je L najvecje
stekalisce, le konéno mnogo stevil preseze L + ¢, torej za n od nekje naprej velja

Y/|an| < L +e. Za vse n od nekje naprej je tako

n

Vlan||x]

anx|

Zato po korenskem kriteriju vrsta > - | a,z" konvergira.

Naj bo || > 1/L. Ker je 1/|z| < L, je 1/|z| < L — ¢ za nek € > 0. Ker je L

stekalisce, velja {/|ay| > L — € za neskonéno mnogo n-jev, torej

Vanz™| = {/lan] |x]
> (L —¢)|x]

> 1.

To pa pomeni, da |a,z"| ne more konvergirati k 0 pri n — oo, vrsta > - anz”
torej divergira. Torej je R res konvergencni polmer. Ni¢ tezji ni premislek, ¢e

jeL=0ali L =occ. O

Izrek 96 Naj bo R > 0 konvergencni polmer potencne vrste. Tedaj lahko na

(=R, R) vrsto élenoma integriramo, tj.

x| 0 gntl
t"| dt = , —R<z<R
[ [Berfa-Sois crecn
n=0 n=0
i ¢lenoma odvajamo, tj.

oo / oo
<Z anx”> = Z na,z" 1, (-R<z<R).
n=0 n=1

Dokaz: Clenska integracija sledi iz dejstva, da je vrsta enakomerno konver-

gentna na vsakem zaprtem podintervalu (—R, R). Za taksne pa velja izrek o
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clenski integraciji.
/ > ant” dt:Z/ ant™dt
0 n=0
an tn+l
-3 [= }
n+1
= Z an=

Za dokaz drugega dela si poglejmo vrsto iz odvodov Y. | na,z"~ L. Naj bo

|z| < R. Izberimo si r, |z| < r < R. Ker vrsta > a,t" konvergira pri t = r,

sledi |a,|r™ — 0, torej gotovo |ay,|r"™ < M, za nek M < oo in vsak n. Zato

n—1
1
alonllap = = nfenfsm (1)1
T T
M |xn-1
M
:

r

Vrsta Yo7 | n|z/r|"~! konvergira, saj po kvocientnem kriteriju

nl ‘T‘<1, ko gre n — oo.
n! !

oo

Zato konvergira tudi vrsta > oo | nfa,||z|" !

. Torej vsaka Y~ | na,z" ! kon-
vergira. Torej konvergencni polmer vrste iz odvodov ni manjsi od konver-
genénega polmera prvotne vrste. Ce bi bil veéji, potem bi s élensko integracijo
vrste iz odvodov prisli v protislovje, saj bi tudi prvotna vrsta morala konvergi-
rati na ve¢jem intervalu, kot je (—R, R). Torej sta konvergencéna polmera obeh
vrst enaka. Ker na vsakem podintervalu [—r,7] C (=R, R) vrsta y . a,z"
konvergira, vrsta Y - na,z" "' pa (kot potentna vrsta) enakomerno konver-
gira na [—r,r], lahko po znanem izreku ¢lenoma odvajamo. Ker lahko r < R

izberemo poljubno blizu R, torej lahko ¢lenoma odvajamo na (—R, R). O

Posledica 36 Naj Y.~ anz™ konvergira na (—R, R). Tedaj je njena vsota na

(=R, R) neskonéno mnogokrat odvedljiva funkcija, tj. funkcija razreda C*.

Zgled: Izracunajmo vsoto vrste

3|'—‘

9=
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Po kvocientnem kriteriju

D = lim

n— oo

Ju—
=

x"n

nlz|

||

l.nJrl(n + 1)71
—
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vrsta konvergira, ko je D < 1, tj., ko je |x| < 1. Za || > 1 pa vrsta divergira.

Zapisimo vrsto v razgrnjeni obliki:

flz) ==

odvajajmo

f'(z)

in integrirajmo

+

l+z+22+2°+...

72

E;'+

1

1

— T

/ 1
1—2x

—log|1l —z| + C.

3

T T
4

?;'+

dx

Zacetni pogoj je f(0) = 0 zato sledi C = 0 oz.

f(@) = —log(1 - a).

Zgled: Dana je poten¢na vrsta

o0
n=1

3n—1(

x—1)"

)

a) Doloéi konvergenéno obmocje vrste.

4

+...

Vrsta zagotovo konvergira v = 1. Splosni élen je tako a, = 3" 'n~1.

Izracunajmo konvergencni polmer.

lim

n— o0
lim

n—od

3

3n
n+1

3n(n+1)71
3n—1n—1
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Konvergenéni polmer je R = 1/3. Dana potenéna vrsta konvergira na

(1-1/3,141/3), tj. na (2/3,4/3). Preverimo konvergenco za = = 2/3:

i 3N (2/3-1)" i 3n=1(—1/3)"

n n
n=1 n=1

= Z(_

Po Leibnizevem kriteriju (|an| > |an+1|, limy,— o0 an = 0) ta vrsta konver-

gira. Preverimo Se za x = 4/3:

23” 1(4/3—1 i “1(1/3)"
2

n

1
3n
Dobljena vrsta je harmoni¢na in ni konvergentna. Konvergenéno obmocje
dane vrste je torej [2/3,4/3).
Kje je vsota zvezna?
Po posledici BHl je vsota zagotovo zvezna na (2/3,4/3).
Izracunaj vsoto pri z = 2/3.

Vrsto odvajamo in sestejemo

= 1
;31:— EY

in nato integriramo

/(@) :/4—13:100%

1
—glog|4— 3z|+C.

1z zacetnega pogoja f(1) = 0, zato sledi C = 0. Torej
1
f(z) = —3 log |4 — 3z|.

Vrednost f(z) v & = 2/3 je tako f(2/3) = —1/3log2. Dana vsota je
zvezna tudi v o = 2/3. Torej je vsota potenéne vrste zvezna povsod na

konvergenénem obmocju (intervalu), tj. na [2/3,4/3).
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Poglavje 7

Taylorjeva formula in

Taylorjeva vrsta

7.1 Taylorjeva formula

Naj bo P(z) polinom.
P(z)=co+crx+ ...+ cpa”
Zanima nas, kako bi P(a + h) izrazili s potencami h. Jasno je, da je P(a + h)
polinom v h.
Pla+h)=Ao+ A1h+...+ A,R"

V h =0 je vrednost P(a) = Ap. Polinom P(a + h) odvajajmo po h.

P'(a+h)=A; + 2450+ ...+ nA,h"!
V h = 0 je vrednost P’(a) = A;. Se enkrat odvajajmo po h.

P"’(a+h) =24 +6A3h+ ... +n(n —1)A,h" 2

V h = 0je vrednost P”(a) = 2As. Se odvajamo po h. .. Ta postopek ponavljamo

in dobimo
1" (n)

Pla+h)=Pla) + — 9l TR

kar je polinom stopnje n.

251
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Definicija 101 Naj bo f n-krat odvedljiva v okolici tocke a. Polinom

f'(a) f"(a)

f(a) n
1 2! (z—a)

2
(x—a)*+...+ -

To(x) = fla) +

(xr—a)+

imenujemo (n-ti) Taylorjev polinom (n-krat odvedljive) funkcije f v okolici

tocke a.

Zeleli bi uporabiti Taylorjeve polinome za aproksimacijo funkecij. Recimo,

da je v okolici tocke a funkcija f enaka vsoti konvergentne potencne vrste.
)
@)= eala —a)”
n=0
=cotci(r—a)+ezr—a)’+..., (a—r<z<a+r)
Taksno vrsto lahko ¢lenoma odvajamo (to vemo ze od prej)
() =c1 4+ 2co(x —a) +3cs(z —a)> + ..., (a—r<z<a+r).
Va=a,je f'(a) = c1. f'(z) odvajamo po z.
f(x) = 2¢3 + 6¢3(x — a) + 12¢4(z — a)* + ..., (a—r<z<a+r)
V z=a,je f’(a) = 2c. Se odvajamo po . ..Po n-kratnem odvajanju dobimo
f(”)(a) =nlc,.

Koeficienti nase vrste so torej z vsoto f enolicno doloceni.

x ) (g
fay =S LW oy,

= n!
to pomeni
. n f(k)(a) k
flz) = nh—>néo Zk:o k! (z—a)
=25, T,

za vsak @ € (a — r,a + r). Za praktiéno uporabo pa bi radi f(x) aproksimirali

s Ty (x), zato je pomembno oceniti ostanek
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Izrek 97 (Taylor) Naj bo funkcija f (n+ 1)-krat odvedljiva na odprtem in-
tervalu Z, ki vsebuje tocko a. Tedaj za vsak n € {0,1,...,n}, za vsak © € T in

za vsak p € IN obstaja € med a in x, da je

Fr(e)

R CEUCE s

Rn(x) =

oziroma, e jeh=x—ain 0 <9 <1 in

_&-a

9= o

dobimo
(n+1) h
Ro(athy =1 tetoh) p(z'J’ v )h”“(l — )P

posebej, prip =1

(n+1)

Ro(a+h) = L0 pirg _ gyn

n!
prip=mn-+1 pa sledi

fOH+D (a + 9h)

n+1
(n+1)! L

R.(a+h)=

Dokaz: Namesto = pisimo b, b € Z. Fiksirajmo n, p,b. Naj bo

— T —(EQ

1!

n!

Fx) = f(x) +

b—x
b—a

) ma)

F(a) = Tn() + Rn(b) = f(b), F(b) = f(b). Ker je f (n+ 1)-krat odvedljiva, je
F odvedljiva funkcija na Z. Ker je F(a) = F(b), po Rolleovem izreku obstaja
£, a<&<b, daje F'(§) = 0. Izracunajmo

b—x b—x

) = ')~ @)+ @) - P )
(b — x)n n p— Rn(b)
+ = T (@) = p(b— ) 1(b_a)p
F'(£) = 0 pomeni, da je
(D _ b—¢&)n
- gt = =R pon g,
Izrazimo R, (b) in dobimo zeleno formulo. O

Iz Taylorjeve formule sledi naslednja posledica.
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Posledica 37 Ce je f funkcija, ki je (n41)-krat odvedljiva na odprtem intervalu

T, ki vsebuje tocko a, za vsak x € T obstaja & med a in x, da je

f'(a) f"(a) FE)

o n+1
1! n! (n+1)! (—a)™.

f(z) = fla) +

(z—a)+...+

(x—a)" +

V malenkost drugacéni obliki zapisemo:

/ (n) (n+1)
1! n! (n+1)!

fla+h)=f(a)+
pri cemer je 0 <9 < 1.

Opomba: Poseben primer Taylorjeve formule dobimo pri n = 0:

1) = f(a) + L )
@) 2T _ )

kjer je a < £ < x, kar je natanko Lagrangeev izrek. Torej je Taylorjev izrek za

n = 0 znani Lagrangeev izrek.

Opomba: Taylorjeva formula je uporabna za racunanje vrednosti funkcije v

bliznji tocki.

f)~ fa)+ Dm0y LD g L gy
Pri tem je napaka, ki jo naredimo
f" D (a + 9h) n
w( —a)"tt 0<Y <.

Zgled: Izracunaj stevilo e z napako manjso od 1072,

Naj bo f(z) =€, f'(z) = e*, f"(z) = €*,...V Taylorjevo formulo vstavimo
z =1, a =0. Dobimo:
f(0)

™ (0) o fOFY0 +91)

) = FO) + =0 4.+ (=0 + e -0
_1+1 Loy 0 <<t
RERRTAER TR R R oy B <v <L

Ker je e? < e! < 3, zato ostanek (napako) ocenimo takole:

e? 3

1.
(n+1)!’<(n+1)!’ 0<v<
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Ce izberemo n tako velik, da bo

<1075,

(n+1)!
bo 1+ 1+ 1/2'4 ...+ 1/n! enako vsaj na tri decimalke natan¢no. Izberimo,
npr. n =8. Tedajjee=1+1+1/21+... 4 1/8! ~ 2.71828 izra¢unano na 5

decimalnih mest natanéno. O

V obravnavanem primeru smo upostevali f(z) = T, (x)+ R, (x), kjer R,,(z) —

0, ko n — oo. To pa pomeni, da vrsta

konvergira, in sicer k f(x), saj je njena n-ta delna vsota enaka

f"(a)

n!

f(a)—&—l—'a(:v—a)—&-...—&-
Ce je
n11_>ngO R, (z) =0,

to pomeni, da je

lim T, (z) = lim (f(z) — Ru(z))

= /(z) ~ lim_R,(x)
— f(@) -0
~ f(a).

7.2 Taylorjeva vrsta

Definicija 102 Naj bo f neskoncéno mnogokrat odvedljiva v okolici tocke a.

Virsto

n:

f'(a "(a
= s+ PO 0y 0o

= £(n)(,
T(z):Zf '( )(CC—O,)n
n=0

imenujemo Taylorjeva vrsta funkcije f pri tocki a.
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Vprasanje je ali ta vrsta sploh konvegira. Ce konvergira, ali je njena vsota
morda enaka f(x)? Vemo ze, da ¢e je lim,, oo Ry (z) = 0 to pomeni, da vrsta

konvergira k f(z). (To je bilo res v predhodnih primerih.)

Zgled: Zapisimo Taylorjevo vrsto za

z+1
f(x): (1_$)3

okrog tocke a = 0, nato pa s pomo¢jo dobljenega rezultata izracunajmo y -, n?/2" 1.

Namig: razdeli na parcialne ulomke.

z+1 A B

(2P (1-22 (-ap

Sledi: A(1—2)+ B=2+1o0z. A= —1in B = 2. Torej

1 2
I@ =T Y a=ap

=—(1-2)2+2(1—-2)3
Izra¢unajmo nekaj odvodov.

fllo)=-21-2)7°-2(-3)1-2)~"*

(@)= —(n+ 1)1 —2)""2 4 (n+2)1(1 — )~

n-ti odvod v tocki a = 0 je tako f(™(0) = —(n+1)! + (n+2)!. Taylorjevo vrsto

za f v okolici tocke a = 0 zapiSemo:

> t(n)(q
n=0
N —(n+ D+ (n+2)!
:Zo( )+ (42,

= Z(n +1)%z".

n=0
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Vsota zgornje vrste

0 2
n 1
Z 2n—1 = T(ﬁ)

3
_

Zgled: Pogledali si bomo primer vrste, ki konvergira, njena vsota pa ni enaka

f(@).
eV x>0

flx) =
0, <0

ey r

Slika 7.1: Taylorjeva vrsta funkcije f

Ta funkcija je co-krat odvedljiva in velja

f0)=f(0)=f"0)=...=0
Torej je njena Taylorjeva vrsta enaka 0 pri 0. Potem bi morala biti njena vsota

povsod enaka 0. Vendar pa f(x) # 0 pri > 0. Torej T'(z) # f(x) za vse x
blizu 0.

7.3 Taylorjeve vrste elementarnih funkcij

V fiziki in tehniki nas pogosto zanima, koliko ¢lenov v Taylorjevi formuli moramo
vzeti, da lahko za prakti¢no rabo zanemarimo ostanek. Taylorjeva vrsta pa je

bolj teoreti¢ne narave.
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7.3.1 Eksponentna funkcija

Za f(z) = €® v a = 0 zapisimo Taylorjevo formulo:

(0 (0 n(Q 61930
f(x) :f(O)—I——fl(' )ac—l——fQ(' )m2—|—...—|— fn(' )ac"+ (n+1)'x”+1,
pri tem je 0 < 9 < 1. Ocenimo ostanek:
61930 1
— n
R, (z) = (n+1)’x , 0<9<1.
e Ce je x < 0, potem je
‘x‘nJrl : Jx
Ru(o)] < g 1. (ke e e < 1)
B
1 2 n+1

Izberimo n + 1 tako velik, da je

||
n+1

1
<35 (x je fiksen).

Cejem >n+1,je

L WO 4 O
()] (1 2 n+1l)n+2n+3 m

Torej za dovolj velike m velja, da je

1 m—(n+1)
;)

fawngc(

Torej pri m — oo gre desna stran — 0, zato tudi leva stran — 0. Torej za
x <0 je

lim R,,(x)=0.
m—ro0
e Cepajex>0,paje

61930

(n+1)!
n+1

[ R ()] = m

< Leﬂc
~ (n+1)!

Torej tudi pri > 0 gre R, (x) — 0 pri n — oc.

Torej za vse x velja

nl;rr;ORn(x)ZO
in zato
T 1 1 2 1 n
ef=1+—ar+=2x"4+...+—=2"+..., xR

1! 2! n!
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7.3.2 Trigonometri¢ne funkcije
Sinus

Za f(x) =sinx v a = 0 zapisimo Taylorjevo formulo. Najprej zapisimo nekaj

odvodov.
f'(x) =cosx, f'(x)=—sinz, f"(xr)=—cosz, f¥(x)=sinx
f0)=1, f'(0) =0, f"(0) = -1, f() =0

Taylorjeva formula za f(x) = sinz pri a = 0:

1 1 (n+1)
s1ncc—0—|——17+0 22— =2 +0-2t +. +f (ﬂx)x’”'l

Ocenimo ostanek

|f(n+1)(19$)| | |n+1
(n+1)!
|:E|n+l

| B ()] =

<1-
- (n+ 1)V

ki gre = 0 pri n — oo (vemo od prej). Torej je za vsak x je lim, oo Ry(x) = 0.
Tako dobimo:

! 1 3 1 5 1
sinx = Fx—§ —&—5' —ﬁx—i— z € R.

Kosinus

Za f(x) = cosx v a = 0 zapisimo Taylorjevo formulo. Najprej zapisimo nekaj
odvodov.
f'(x) = —sinx, f"’(x) = —cosz, f"(xr)=sinz, f%()=cosx
f(0) =0, f7(0) = -1, f"(0) =0, fr(z) =1

Taylorjeva formula za f(z) = cosz pri a = 0:

1 1 (n+1)19
cosz=1402——=2>—0-2°+=2* +0-2°+.. —|—f7(x) <9 < 1.

21 4l RS
Ocenimo ostanek

|f ”*1)(19£E)|| 1
(n+1)!
|:E|n+l

| B (2)] =

<1-
- (n+1)V




260 POGLAVJE 7. TAYLORJEVA FORMULA IN TAYLORJEVA VRSTA

ki gre — 0 pri n — oo (vemo od prej). Torej je za vsak z je lim,, o, Ry (z) = 0.

Tako dobimo:

_ Lo 14 15
cosx—l—ix —Q—Ix—ax‘.‘, z € R.

7.3.3 Logaritemska funkcija

Za f(x) =log(l+z), (-1 < & < 1) v a = 0 zapisimo Taylorjevo formulo. To
lahko storimo enako, kot v prejsnjih dveh primerih. V tem primeru pa bomo

poskusili na nekoliko drugacen nac¢in. Izracunamo prvi odvod

Ja) =
1
1= (-2)
=1+ (=2) + (o) + (@)’
=l—z+a2?—2+2*

Ta vrsta konvergira na (—1 < z < 1). Clenoma jo integriramo
£~ 10) = [ o
0

:/ (1—t+t2 =3+, )dt
0

:/ 1dt—/ tdt+/ t2dt—/ 3dt + . ..
0 0 0 0
.%‘2 .%‘3 .%‘4

Pri tem smo upostevali f(0) = log(1 + 0) = 0, zato je

2?2 23 2t

log(l—ﬁ—x):x—g—ﬁ—?—z—ﬁ—‘.‘, -l<z<l1.

Opomba: Funkcije, ki so (lokalno) enake vsoti konvergentnih potenénih vrst,
imenujemo analitiéne funkcije. Torej vsaka funkcija, ki jo lahko razvijemo v

Taylorjevo vrsto, je analiti¢na funkcija.

7.3.4 Binomska vrsta
Najboae N, -1 <z < 1. Tedaj velja

(I+2)*=1+az+ (5)2”+ (52 +... 4+ (3)z*
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pri ¢emer so (%) binomski koeficienti, torej

(o) =i

NajboaeRin -1 <z < 1.

fl@)=(1+2)%,
f(@) =a(l+z)*,
f(@) = ala=1)(1+2)*73,

fP@) =ale—1) - (a—k+1D)(1+2)*F ...

fO) =1, flO)=a,....,fPO)=afe—1)--(a—k+1),...

Zapisimo Taylorjevo vrsto za f(x) pri a = 0.

f0) ") 5 f"(0)
TR TR Al
(a=1) 5 ala—1)(a=2) 4

12 © T T 123

=1+az+(g)z2+(§)z3—|—...

f(0) +

=1+oz17+a

261

Ocene ostanka pokazejo, da je R, (z) — 0, ko gre n — oo za —1 < z < 1, torej

je

(I+2)*=1+az+ (5)2”+ (52 +..., (-l<z<1),

kjer je (Z) binomski koeficient, torej

(a) ala=1)(a—k+1)

k)~ 12k
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Poglavje 8

Metricni prostori

8.1 Definicija in osnovne lastnosti

Metricen prostor je neprazna mnozica M (elemente po navadi imenujemo
tocke), kjer je za vsak par z,y iz M definirana razdalja d(zx,y), ki je nenega-

tivno stevilo, z obicajnimi lastnostmi.

Definicija 103 Metricen prostor je neprazna mmnozica M skupaj s preslikavo

d: Mx M — R, z naslednjimi lastnostmi:
(i) d(x,y) >0 za vsaka x,y € M in d(x,y) = 0 natanko tedaj, ko je x = y.
(i) d(x,y) = d(y,x) za vsaka x,y € M.

(iii) za poljubne tocke x,y,z € M velja trikotniska neenakost.

d(z, 2z) < d(z,y) + d(y, 2)

Ce ima d te lastnosti, imenujemo d(x,vy) razdalja med tockama x in y.

Opomba: Iz (4i7) sledi d(z,y) > d(x, z) — d(z,y) za poljubne z,y,z € M.

Zgled: R postane metricen prostor, ¢e definiramo razdaljo stevil z,y € R kot

263
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To je hkrati obicajna razdalja med tockama na Stevilski premici. %

Zgled: C postane metricen prostor, ¢e definiramo razdaljo stevil z,w € C kot

d(z,w) = |z —w|.

O
Zgled: R? postane metriéen prostor, ¢e definiramo razdaljo
d((z1,22), (Y1,92)) = V(x1 — y1)2 + (22 — ¥2)2.
O
Zgled: R3 z obicajno razdaljo je spet metri¢en prostor, ¢e definiramo
d((z1,22,23), (y1,92,93)) = V(21 — 11)? + (22 — 2)® + (3 — y3)%.
O
Zgled: Razdaljo v R? lahko definiramo tudi takole:
d((3317932,$3), (Y1, 92, y3)) = max{|y1 — 1, [y2 — 22|, ly3 — =3/}
Lahko je videti, da d izpolnjuje vse zahteve o razdalji. %

Definicija 104 Naj bo (M, d) metricen prostor. Naj bo a € M in r > 0.

Odprta krogla s srediscem v a in polmerom r je mnoZica
K(a,r) ={x e M :d(z,a) <r}.

Zaprta krogla s srediscem v a in polmerom r je mnoZica

K(a,r) ={z e M :d(z,a) <r}.

Krogli K(a,r) in K(a,r) sta posebna primera okolic totke a.
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Definicija 105 Naj bo a tocka v metricnem prostoru (M, d). Okolica tocke a
je vsaka taksna mnoZica, ki vsebuje se neko kroglo s srediscem a in s pozitivnim

polmerom.

Definicija 106 Naj bo A mnozica tock v metriénem prostoru (M, d).

i) tocka a € M je notranja tocka mnozice A, ce obstaja kaksna okolica tocke
a, ki je vsa vsebovana v A. Torej pri notranji tocki a obstaja Se krogla
K(a,r) C A. Jasno je, da je notranja tocka vedno v mnoZici A, torej

a€ A

it) tocka b € M je zunanja tocka za mnoZico A, ée obstaja okolica tocke b, ki
ne vsebuje nobene tocke iz A, tj. se ne seka z A. Torej pri zunangi tocki b
obstaja r > 0, da je K(b,r) N A=10. Jasno je, da zunanja tocka ni nikoli

v mnoZici A, torej b ¢ A.

iii) tocka ¢ € M je robna tocka za mnozico A, ée vsaka okolica tocke ¢ vsebuje

vsaj eno tocko iz A in vsaj eno tocko, ki ni v A.
Vedno velja:
M := {notranje tocke} U {robne tocke} U {zunanje tocke}
Te mnozice so paroma disjunktne, saj za dano tocko a vedno velja natanko ena

od moznosti 7), i) ali 4i3).

Mnozico vseh notranjih tock za A imenujemo notranjost mnoZice A in jo

o
ozna¢imo z Int(A) oz. A. Vedno je Int A C A. Mnozico vseh robnih tock za
mnozico A imenujemo rob mnoZice A ali meja mnoZice A. Oznacimo ga z

0A. Tocka roba A je lahko v A ali pa tudi ne.
Zgled: M = R z obicajno razdaljo.

A = |a, b

Notranjost mnozice A: Int A = (a, b),
rob mnozice A: 0A = {a, b}, pri tem je 0A C A,
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zunanje tocke mnozice A: {z:z < a,x > b}. O

Zgled: M = R z obicajno razdaljo.

A= (a,b)
Notranjost mnozice A: Int A = (a,b),
rob mnozice A: dA = {a, b}, pri tem ANIA =1,
zunanje tocke mnozice A: {z:z < a,x > b}. O
Zgled: M = R? z obi¢ajno razdaljo.

A={(z,y):2® +y* <1}
Notranjost mnozice A: Int A = A,
rob mnozice A: A = {(z,y) : 2* +y*> =1},
zunanje totke mnozice A: {(z,y) : 2% + y* > 1}. O
Zgled: M = R? z obi¢ajno razdaljo. Daljica v ravnini:
A= (1,3) na R gledana kot podmnozica R?

Notranjost mnozice A: Int A = 0),
rob mnozice A: 0A = [1, 3],

zunanje totke mnozice A: R? \ [1, 3]. O
Oznagimo
A =M\ A
={zeM:x¢ A}

Notranja tocka za A je zunanja tocka za A®. Zunanja tocka za A je notranja
tocka za A®. Robna tocka za A je robna tocka za A®. Robna tocka za AC je

tudi robna tocka za A. Torej

DA = d(AY).
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Definicija 107 MnoZica O metricnega prostora (M,d) je odprta, ce je vsaka

njena tocka notranja.
Torej je O odprta natanko tedaj, ko je
O =Int O,
tj., ko za vsak a € O obstaja r > 0, da je K(a,r) C O.

Definicija 108 MnoZica Z metriénega prostora (M,d) je zaprta, ce vsebuje

vse svoje robne tocke.

Nobena tocka odprte mnozice O ni robna tocka. Torej so vse robne tocke za
O, kolikor jih sploh je, v OF. Mnozica O tako vsebuje vse svoje robne tocke,
saj je 00 = 00C. Torej je O zaprta mnozica. Velja: ée je O odprta, je O¢
zaprta. Obratno: ¢e je A® zaprta, potem AC vsebuje vse svoje robne tocke,
torej A® vsebuje vse robne tocke mnozice A, saj je A = 0.AY. Mnozica A
ne vsebuje nobene svoje robne tocke in je sestavljena le iz notranjih tock, torej
je A odprta. Torej A je odprta natanko tedaj, ko je A zaprta oz. A zaprta

natanko tedaj, ko je A¢ odprta.

Opomba: Odprtost ali zaprtost je posebna lastnost. Vecina mnozic namre¢

ni niti odprtih niti zaprtih.

Zgled: (a,b) je odprta v R, [a,b] je zaprta v R, [a,b) oz. (a,b] nista niti odprti
niti zaprti v R. O

Opomba: Celoten prostor M je hkrati odprta in zaprta mnozica. V skladu
s prej povedanim razumemo, da je prazna mnozica ) = MY hkrati odprta in

zaprta.

Zgled: A = [1,3] kot podmnozica od R%. Int A = (), 0A = [1,3] = A. Aje

torej zaprta. O
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Zgled: A = (1,3) kot podmnozica od R2. Int A = (), A # (), torej A ni odprta.
0A = [1,3], A ni zaprta, saj sta toc¢ki 1 in 3 v robu, nista pa v 4. A torej ni

niti odprta niti zaprta. O

Trditev 37 Vsaka podmnozica metricnega prostora (M,d), z isto definicijo

razdalje, je spet metricen prostor.

Zgled: Naj bo C([a,b]) mnozica zveznih funkcij na zaprtem intervalu [a,b]. Ce
je f.g € C([a,b]) je, f —g € C([a,b]). Funkcija z — |f(x) —g(z)| je tedaj zvezna
funkcija, ki na [a, b], kot vemo, doseze svoj maksimum. Definirajmo razdaljo na

naslednji nacin:

d(f,g9) == max {[f(z) —g(2)l},  f,g9€C([a,b]).

z€[a,b]

Tako definirana d ima lastnosti 4), i) in 4i7). Preverimo te lastnosti:

i) Kerje|f(x)—g(x)| > 0zavsakx € [a,b], jetudid(f,g) = maxxe[a’b]{\f(x)—
g(@)|} = 0. Ce je d(f,g) = 0, to pomeni, da je max,efa y{|f(2) — g(x)|} =
0, torej |f(z) — g(z)| = 0 za vsak x € [a,b], torej je f(x) = g(z), za vsak
€ [a,b]. Sledi, f = g.

ii) Ker je [g(z)—f(x)| = |f(x)—g(z)], je d(f,9) = maxepap{lf(x)—g(z)]} =
maxze[a,b]{‘g(l‘) - f(.’L‘)‘} = d(g’ f)

iii) Ker je [f(z) — h(z)| < |f(x) — g(x)| + |g(z) — h(z)| za vsak z € [a,b]
sledi, da za vsak = € [a,b] velja: |f(z) — h(z)| < maxyepp{|f(t) —
g} + maxiepp{lg(t) — h(®)[} = d(f,g) + d(g,h). Sledi d(f,h) =
maXge(q,p){|f(2) = h(z)[} < d(f,g) + d(g, h)

Vse tri lastnosti so izpolnjene. Prostor zveznih funkcij tako postane metricen

prostor. O

Izrek 98 Naj bo O druzina vseh odprtih mnoZic metricnega prostora (M, d).
Velja:

01 MeO, e
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02 Unija poljubne druzine odprtih mnoZic je spet odprta mnoZica.
03 Presek koncénega Stevila odprtih mnoZic je spet odprta mnoZica.

Dokaz:

O1 M je odprta. OM = 0, zato je IM C M, torej je M zaprta. Mnozica M

je hkrati odprta in zaprta. Enako velja za ().

02 Naj bo {O, : v € I'} druzina odprtih mnozic. Naj bo a € U,crO,. Tedaj
jea € O, zanek o € I'. Ker je O,, odprta, obstaja K(a,r) C O,. Sledi

K(a,r) C UyemO. Torej je unija res odprta.

03 Naj bosta O in Oy odprti. Ce je @1 N Oy = () ni kaj dokazovati. Naj
bo a € O1 N Os. Ker je 07 odprta, obstaja r1 > 0, da je K(a,r1) C Oy,
ker je Oy odprta, obstaja ro > 0, da je K(a,r2) C Oz. Naj bo r =
min{ry, ro}. Tedaj je K(a,r) C K(a,r1) C O in K(a,r) C K(a,r2) C Oa,

torej K(a,r) C O1 N Oq. Torej je mnozica O N Oz res odprta.

O

Izrek 99 Naj bo Z druZina vseh zaprtih mnoZic metricnega prostora (M, d).

Velja:
1 MeZ heZ.
72 Unija konénega Stevila zaprtih mnoZic je spet zaprta mnoZica.

73 Presek poljubne druzine zaprtih mnoZic je spet zaprta mnoZica.

Dokaz: Dokaz je podoben dokazu prejsnjega izreka. Prevedemo na komple-

mente in upostevamo, da je

c
Uz = n z2¢.
<'yEF 7) ~ell v

Trditev 38 Vsaka odprta krogla K(a,r) v (M,d) je odprta mnoZica.
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Dokaz: Naj bo dana odprta krogla K(a,r), r > 0. Naj bo x € K(a,r). Tedaj
je d(a,z) < 7. Najbo 0 < p < r—d(a,z). Cejey € K(z,p), je dly,a) <
d(y,z) + d(z,a) < p+d(z,a) < r. Torej je K(z,p) C K(a,r). Torej krogla
K(a,r) je odprta. O

Trditev 39 Za vsak a € M inr > 0 je mnoZica {x € M : d(a,x) > r} odprta,

torej je komplement zaprte krogle K(a,r) odprta mnoZica.
Dokaz: Ista ideja kot prej. O
Trditev 40 Vsaka zaprta krogla K(a,r) v (M, d) je zaprta mnoZica.

Dokaz: Zaprta krogla je komplement odprte mnozice iz prejSnjega primera. [J

Na osnovi znanih primerov bi pricakovali, da je notranjost zaprte krogle

vedno odprta krogla z enakim polmerom. V splosnem je to bolj zapleteno.

Zgled: Naj bo M = {a,b, c}, kjer so a,b, ¢ oglista enakostrani¢nega trikotnika
s stranico 1. Tedaj je: K(a,1) = {a}, K(a,1) = M. IntK(a,1) = M # K(a, 1).
Torej 0K (a,1) = 0. O

Definicija 109 Mnozica A metricnega prostora je omejena, ce vsa leZi v kaksni

(dovolj veliki) krogli.

Definicija 110 Toc¢ka a metriénega prostora M je stekali§ée mnoZice A C

M, ce vsaka okolica tocke a vsebuje neskonéno tock mnozice A.

Opomba: Ocitno je, da imajo stekalis¢a le neskonéne mnozice.

Zgled: Najbo A={1,1/2,1/3,1/4,...} C R = M. 0 je stekalis¢e mnozice A.
%

Zgled: Naj bo A = (a,b) C R = M. Vsaka tocka iz [a, b] je stekalisée mnozice
A. %
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Izrek 100 Tocka a € M je stekalisée mnoZice A natanko tedaj, ko vsaka okolica

tocke a vsebuje vsaj eno od a razlicno tocko iz mnoZice A.

Dokaz: (=) Ce je a stekalisée mnozice A, tedaj vsaka okolica od a vsebuje
neskonéno tock iz A, torej gotovo vsaj eno od a razli¢no toc¢ko iz mnozice \A.
(<) Naj bo a € M taksna tocka, da vsaka njena okolica vsebuje vsaj eno od
a razliéno tocko iz A. Naj bo U poljubna okolica tocke a. Torej obstaja r > 0,
da je K(a,r) C U. Po predpostavki obstaja a; € K(a,r), a1 € A, a1 # a. Ker

je a1 # a, je d(a,a1) = 1 > 0. Po predpostavki obstaja as € K(a,r1), az € A,

as # a. Jasno je as # a1, saj je d(a,as) < d(a,a1), ... S tem nadaljujemo
in dobimo zaporedje a1, a9, ... med seboj razlicnih tock mnozice A, ki so vse
vsebovane v U, torej je a res stekalis¢e mnozice A. O

Posledica 38 MnoZica A, A # 0, v metricnem prostoru, je zaprta natanko

tedaj, ko vsebuje vsa svoja stekaliséa.

Dokaz: (=) Iz definicije stekalisca je jasno, da je stekalis¢e notranja ali robna
tocka mnozice A. Ce je A zaprta, potem vsebuje vse svoje robne tocke, torej
zagotovo vsebuje vsa svoja stekalisca.

(<) Naj A ne bo zaprta. Tedaj obstaja robna tocka a mnozice A, ki ni v
A. V vsaki okolici robne tocke so tocke iz A in tocke iz A¢. Ker tocke a ni v
A, je torej v vsaki okolici tocke a vsaj ena od a razli¢na tocka iz mnozice A. To
pomeni, da je tocka a stekalis¢e mnozice A, ki pa seveda ni v A. Torej obstaja

stekalisée mnozice A, ki ni v A. O

8.2 Zaporedja tock v metri¢nih prostorih

Definicija 111 Zaporedje v metricnem prostoru M je preslikava z IN v M.

Ce pripada stevilu n € N tocka a, € M, imenujemo a, n-ti clen zaporedja.

[e'S)
n=1’

Definicija 112 Tocka a € M je stekalisée zaporedja {a,} ée vsaka (Se
tako maghna) okolica tocke a vsebuje neskoncno élenov zaporedja ay,, tj., ce za
vsak € > 0 velja a, € K(a,e) za neskonéno n-jev, tj., ée za vsak € > 0 velja

d(an,a) < e za neskonéno n-jev.



272 POGLAVJE 8. METRICNI PROSTORI
Koristno si je zapomniti, da = € K(a,e) pomeni, da je d(a,z) < €.

Definicija 113 Zaporedje {an}:o=1 v metriénem prostoru M konvergira k a €
M, ¢e vsaka okolica tocke a vsebuje vse a,, od nekega naprej, tj., ée za vsak (Se

tako maghen) € > 0 obstaja ng € N, da je d(an,a) < € za vse n > ng.

Opomba: Ce je M = R in d(z,y) = | — y| obicajna razdalja, sta zgornji

definiciji obicajni definiciji stekalis¢a in konvergence, ki ju Ze poznamo.

Definicija 114 Ce zaporedje {an}zoz1 konvergira ka € M, tedaj tocko a imenu-

jemo limita zaporedja {a,} -, in pisemo

a= lim a,.
n—roo

Trditev 41 Ce je a = lim,_,o0 an, tedaj je seveda a tudi stekalisée zaporedja
{an}zo:l, Obratno v splosnem ni res. Zaporedje ima lahko vec stekalise. Ce je

zaporedje konvergentno, je limita ena sama in je edino stekalisée zaporedja.

Dokaz: Recimo, da bi imelo konvergentno zaporedje {a,} -, poleg a Se eno
stekalisce, npr. b, b # a. Naj bo p = d(a,b) in € = p/2. Ker je a = lim,_,~ ap,
obstaja ng, da je d(a,,a) < €, za vse n > ng. To pa pomeni, da noben a,, z

indeksom n > ng ne lezi v krogli (b, ), saj je:

d(an,b) > d(a,b) — d(an,a)

> d(a,b) — ¢
=2 —c
:5"

za vsak n > ng. Torej a, ne lezijo v K(b,€), tj. a, ¢ K(b,e), za vsak n > ny.

Torej v K(b, €) lezi le konéno mnogo a,-jev, torej b ne more biti stekalisce. O

Definicija 115 Zaporedje {a,} -, v metricnem prostoru M izpolnjuje Cauchy-
jev pogoj, ce za vsak (Se tako majhen) € > 0 obstaja ng, da je d(an,am) < €

zZa vse n,m > ng.

Opomba: Zaporedju, ki izpolnjuje Cauchyjev pogoj, pogosto pravimo tudi

Cauchyjevo zaporedje.
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Izrek 101 Vsako konvergentno zaporedje izpolnjuje Cauchyjev pogoj.

Dokaz: Naj bo a = lim,_,« a, in € > 0. Obstaja ng, da je d(an,a) < /2 za

vse n > ng. Ce je torej n > ng in m > ng, je

d(ap, am) < d(ayp,a) + d(a, am)

<5+5
T4 ¢
2 2

O
Za zaporedja v R vemo, da konvergirajo natanko tedaj, ko izpolnjujejo Cauchy-

jev pogoj. Za metricne prostore v splosnem to ne velja.

Zgled: Najbo M = {1,1/2,1/3,1/4,...}. V njem je zaporedje 1,1/2,1/3,1/4, ...
ki je jasno Cauchyjevo, nima pa limite (v M), saj stevilo 0, ki je edini kandidat

za limito, ni v .M. O

Zgled: Naj bo M = Q. Tu je dosti Cauchyjevih zaporedij brez limit. Naj bo
{an}:2, zaporedje decimalnih priblizkov za v/2. To zaporedje je o¢itno Cauchy-

jevo, nima pa limite (v Q). 0

Definicija 116 Metricen prostor M je poln, ¢e je v njem vsako Cauchyjevo za-
poredje konvergentno, tj., ¢e je Cauchyjev pogoj (tudi) zadosten za konvergenco

(je torej potreben in zadosten).

Vemo ze, da sta R in C polna prostora. Tudi R™, n > 2, z obicajno razdaljo

je poln.

Lema 1 Naj bo C([a,b]) prostor zveznih funkcij na zaprtem intervalu [a,b] s

standardno metriko

d(f,9) = max {[f(x) = g(z)}.

z€[a,b]
Tedaj zaporedje { f,},-, konvergira k f natanko tedaj, ko {fn} -, konvergira k

| enakomerno na [a,bl.
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Dokaz: (=) Naj {f,} -, konvergirak f v C([a,b]). To pomeni, da za vsak £ >
0 obstaja no, da je d(fn, f) < & za vse n > ng, tj. maxX,eap{|fn()— f(2)|} <e
za vse n > no, torej | fr(z) — f(z)| < € zavsen > ng in vse z € [a,b]. To pomeni
enakomerno konvergenco.

(<) Naj {fn},—, enakomerno konvergira k f na [a,b]. Torej za vsak ¢ > 0
obstaja ng, da je |fn(x) — f(x)] < € za vse n > ng in vse = € [a,b]. Torej

maxgeq,5{]fn(x) — f(2)|} <€ zavsen >no, tj. d(fn, f) <ezavsen >ng. O
Izrek 102 Prostor C([a,b]) s standardno metriko je poln.

Dokaz: Naj bo zaporedje { f,},., Cauchyjevo v C([a, b}) Torej za vsak € > 0
obstaja ng, da je razdalja d(fn, fm) < € za vse n,m > ng o0z. |fn(z)— fm(z)| < e
za vse n,m > ng in vse x € [a,b]. Torej je za vse x € [a,b] Stevilsko zaporedje
{fn(z)}22, Cauchyjevo zaporedje. Ker je v R Cauchyjev pogoj zadosten za
konvergenco, sledi, da za vsak n > ng in vse € [a,b] Stevilsko zaporedje
{fn(2)}52 konvergira. Oznac¢imo njegovo limito z f(x). Fiksirajmo = € [a, D]
inn >nginv|fn(z)— fm(x)] < e posljimo m — oo. Dobimo |f,(z) — f(x)| < ¢
za vse n > ng. Isto naenkrat velja za vsak x € [a, b], tj. dobili smo, da za € > 0
obstaja ng, da je |fn(z) — f(x)| < & za vse n,m > ng in vse x € [a, b].

Torej {fn},—, konvergira k f enakomerno, od koder po izreku sledi, da

{fn},—, konvergira k f v prostoru C([a, b]) O

8.3 Kompaktne mnozice in kompaktni prostori

Ponovimo najprej ze dokazani pomozni izrek o pokritju zaprtega intervala z

odprtimi intervali:

Izrek 103 (pomozni — o pokritjih) Naj bo za vsak x € [a,b] dano Stevilo
d(z) > 0. Obstaja koncéno mnogo x1,%a,..., Ty, da intervali (1’1 —0(x),x1 +

§(x)), (w2 —0(x), 22+ 6(x)),..., (xp — 6(z),zp + 0(x)) pokrijejo [a, b].

Definicija 117 Naj bo M metricen prostor in K C M. Druzina {A, : v € T'}
podmnoZic prostora M je pokritje za IC, c¢e je K C UyerAy. Ce so vse mnoice

Ay, v € T, odprte, je to odprto pokritje. Ce so vse mnoZice Ay, v el
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zaprte, je to zaprto pokritje. Ce je v druzini le konéno mnoZic, je to konéno
pokritje. Podpokritje pokritja {A, : v € T'} je vsaka poddruzina, ki pokrije K,

tj. katere unija vsebuje KC.

Definicija 118 Mnozica K metriénega prostora M je kompaktna, ce vsako
odprto pokritje {O, : v € T'} mnoZice K vsebuje konéno podpokritje, ki pokrije
K, tj., ¢e lahko iz vsake druzine {O. : v € T'} odprtih mnoZic prostora M,
katerih unija vsebuje IC, izberemo koncéno poddruzino, katere unija vsebuje IC,

tj. obstajajo vy1,72,...,vk €', daje K C O, UO,, U...UQO,,.

Opomba: Vsaka kon¢na mnozica je kompaktna. Vsak zaprt interval na
Stevilski premici je kompaktna mnozica. To je preprosta posledica pomoznega

izreka o pokritjih.

Zgled: Naj bo K = R s standardno metriko. Tedaj je {(—n,n) : n € IN} tj.

odprto pokritje za I, ki nima konc¢nega podpokritja. %

Zgled: (1,4) ni kompaktna mnozica. Druzina {(1+ 1/n,4 —1/n) : n € IN} je

odprto pokritje za (1,4), ki nima kon¢nega podpokritja. O

Vcasih je ze kar ves prostor M kompakten.

Zgled: [a,b] s standardno metriko. Premisli!

Izrek 104 Vsaka kompaktna mmnozZica metriénega prostora je omejena in za-

prita.

Dokaz: Najbo A C M kompaktna mnozica. Naj bo a € A. Oglejmo si druzino
odprtih krogel {K(a,r) : r > 0}. Unija teh krogel je ves prostor, torej vsebuje
mnozico A. {K(a,r) : r > 0} je torej odprto pokritje za A. Ker je A kompaktna,
pa ze konéno mnogo teh krogel pokriva A, tj. obstajajo ri,ra,...,7,, da je
A C (K(a,r1) UK(a,r2) U...UK(a,ry)). Ceje r = max{ri,ra,...,mn}, je
A C K(a,r), kar pomeni, da je A omejena. (Mnozica je namre¢ omejena, kadar

je vsebovana v neki krogli.)
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Naj bo A kompaktna. Naj bo a € A® = M \ A. Pokazemo, da obstaja
okolica tocke a, ki se ne seka z A. To bo pomenilo, da je A® odprta oz.,
da je A zaprta. Za vsak r > 0 je mnozica O, = {z € M : d(a,z) > r}
odprta. Unija druzine mnozic {O,,r > 0} je ves prostor M, razen tocke a.
Ker tocka a ni v nasi mnozici A, to pomeni, da je A C U,~00,, da je torej
{O,,r > 0} odprto pokritje za A. Ker je A kompaktna, obstajajo ri,72,...,7y,
daje AC O, U0, U...UO,, . Najbor = min{ry,re,...,r,}. Tedaj je
AC O, sajje O, C O, zavsei. Kerj ACO,,jed(a,z)>r zavsez e A
To pomeni, da iz d(a,z) < r sledi = ¢ A. Torej K(a,r) C A°. Sledi, da je A“

odprta, torej A zaprta mnozica. O
Izrek 105 Vsaka zaprta podmnoZica Z kompakine mnozice KC je kompakina.

Dokaz: Naj bo Z, Z C K, zaprta, K kompaktna. Z¢ je odprta. Naj bo {0, :
v € T'} odprto pokritje za Z. Tedaj je druzina {O, : v € T', 2} odprto pokritje
za K. K je kompaktna, torej obstaja kon¢no podpokritje O,, UO,, U...UO,,,
tako da O, U O, U...UO.,, in morda Z pokrivajo K. Ker je Z C K in Z¢
torej ne vsebuje nobene tocke iz Z, je Z C O,, UO,, U...UO,, . To pomeni,
da je Z kompaktna. O

Opomba: Vsaka kompaktna mnozica je omejena in zaprta. Obratno v

splosnem ni res. Je pa res na R.

Izrek 106 MnozZica K C R je kompaktna natanko tedaj, ko je omejena in za-

prta.

Dokaz: (=) Jasno od prej, izrek [0

(<) Naj bo K C R omejena in zaprta. Ker je K omejena, obstaja M < oo,
da je K C [-M, M]. Iz pomoznega izreka o pokritjih vemo, da je vsak zaprti
interval kompaktna mnozica. Ker je K zaprta podmnozica kompaktne mnozice

[— M, M], sledi, da je K kompaktna. O

Izrek 107 Vsaka neskoncéna mnozica tock, ki lezi v kompaktni mnoZici metricnega

prostora, ima vsaj eno stekalisce.
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Dokaz: Naj bo A, A C K, neskonéna mnozica in K kompaktna. Recimo, da
nobena tocka iz IC ni stekalis¢e mnozice A. Naj bo x € K. Ker x ni stekalisce,
obstaja r(z) > 0, da je ANK(z,7(z)) konéna. Druzina {K(z,r(z)) : x € K} je
odprto pokritje za K. Torej obstaja kon¢no podpokritje, saj je I kompaktna.
K c (K(z1,r(z1)),...,K(zn,7(x,))). Ta unija pa je unija konénih mnozic.
Sledi, da je A kon¢na mnozica. Prisli smo v protislovje. Torej ima A vsaj eno

stekalisce. O

Ker je vsako stekalisée mnozice A C K hkrati tudi stekalisée za I in ker
je K zaprta, K vsebuje vsa svoja stekalis¢a. Torej so vsa stekalis¢a mnozice A

vsebovana v K.

Izrek 108 Naj vsi cleni zaporedja {ay},~, leZijo v kompakini mnoZici K. Tedaj

ima zaporedje {an},., vsaj eno stekalisce.

Dokaz: Kot prej, je stekalisce, ¢e obstaja, vsebovano v K. Recimo, da nobena
tocka iz K ni stekalisce zaporedja {a,}, . Ker z ni stekalisce, obstaja r(z) >
0, da K(z,r(x)) vsebuje najvet konéno mnogo an-jev. To velja za vsak z.
{IC(z, r(:c)) :x € K} je odprto pokritje za mnozico K, zato obstaja konéno pod-
pokritje K C (K (z1,7(21)),...,K(2n,7(x,))). Torej K vsebuje najve¢ konéno

mnogo a.,-jev. Prisli smo v protislovije. O

Posledica 39 Naj vsi cleni zaporedja {a,}, .| leZijo v kompaktni mnoZici K.

Tedaj ima zaporedje {ayn}, | konvergentno podzaporedje.

Dokaz: Vemo, da ima {a,},., vsaj eno stekalis¢e. Ozna¢imo ga z a. Naj
bo r > 0. Ker je a stekaliste, neskonéno ¢lenov lezi v K(a,r), torej lahko
izberemo ay, € K(a,r). Podobno, ker je neskonéno ¢lenov v K(a, r/2) izberemo
ax, € K(a,r/2), podobno, ker je neskoncno ¢lenov v K(a,r/4) izberemo ay, €
K(a,7/4), ..., ap, € K(a,r/2""1). Ker je lim, .o d(ag,,a) = 0, to pomeni

n

lim,, o0 ak, = a. O

Izrek 109 Vsak kompakten metricen prostor je poln.
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Dokaz: Naj bo M kompakten metricen prostor in {a,}, ., poljubno Cauchy-
jevo zaporedje. Pokazemo, da {an}noo=1 konvergira. Po prejsnjem izreku ima
{an},2 | vsaj eno stekalisce. Da zaporedje konvergira pa sledi iz naslednjega

izreka.

Izrek 110 (pomozni) Ce ima Cauchyjevo zaporedje stekaliice a, je konver-

gentno in a je njegova limita.

Dokaz: Najboe > 0. Ker je {an},.; Cauchyjevo, obstajang, da je d(an, an) <
€/2 za vse n,m > ng. Ker pa je a stekalisce, velja, da je d(an,a) < /2 za
neskonéno mnogo n-jev. Torej obstaja m > ng, da velja d(am,a) < /2. Ce je

torej n > ng, je potem

Torej limy, o ay, = a. U

Opomba: R ni kompakten prostor (ker ni omejen). Ima pa vsaka tocka
z € R okolico [z —r,xz+7], ki je kompaktna. Prostori, ki niso kompaktni, vsaka

tocka pa ima kompaktno okolico, imenujemo lokalno kompakini prostori.

8.4 Podprostori metricnega prostora

Naj bo (M, d) metricen prostor in A C M. Tedaj je (A, d) z isto razdaljo spet

metricen prostor.
Kala,r)={x € A:d(z,a) <r}=K(a,r)NA

Izrek 111 Mnozica O' C A je odprta v prostoru (A,d) natanko tedaj, ko je
oblike O N A, kjer je O odprta v (M, d).

Dokaz: (=) Naj bo O C (M, d) odprta. Za vsak a € O obstaja r, > 0, da je
K(a,rq) C O. Torej je O = UgeoK(a,r,). Ceje O C (A,d) odprta, je enako
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O =UseorKala,ry). Naj bo O odprta v A. Definirajmo O = UyzeorK(a,rq).

To je odprta mnozica v (M, d). Jasno je
ONA= < U /C(a,ra)> nA
acO’

= U (K(a,m)NA)

acO’

aLEJO K:A(a’ Ta)
= O/
Tako smo nasli odprto mnozico O v (M, d), daje ONA=0".

(<) Podobno. O

Izrek 112 MnoZica 2’ C A je zaprta v prostoru (A,d) natanko tedaj, ko je
oblike Z N A, kjer je Z zaprta v (M,d).

Dokaz: Podobno kot prej (s prehodom na komplemente). 0

Izrek 113 MnoZica K C A je kompaktna v (A, d) natanko tedaj, ko je kompak-
tna v (M, d).

Dokaz: (=) Najbo K kompaktna v (A, d). Naj bo {O : v € T'} pokritje za K,
kjer so O, odprte v (A, d). Tedaj so O) = O, N A odprte v (A, d) in pokrivajo

K. Ker je K kompaktna v (A, d), obstaja konéno podpokritje, tj.
KcCO,u0,u...u0, CO,,U0,U...U0,,.

Torej je K res kompaktna v (M, d).

(«=) Naj bo K C A kompaktna v (M,d). Naj bo {0, : v € '} pokritje za
K, kjer so O’ odprte v (M, d). Po izreku velja: za vsak v obstaja O, odprta v
(M, d), da je OF = O, N A. Ker je {O} pokritje mnozice K, je {O, : v €'}
toliko bolj pokritje mnozice K v (M, d). Ker je K kompaktna v (M, d), obstaja
konéno podpokritje, da je K C (0,, UO,, U...UO,, ). Sledi: ker je K C A, je

KCAN(0y U0, U...UO, ) =(ANO,)U...U(ANO,,)

_m /
=0, U...u0, .

Torej je K res kompaktna v (A, d). 0
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8.5 Preslikave med metri¢nimi prostori

Naj bosta (M, d) in (M’,d") dva metri¢na prostora in D neprazna mnozica tock
v M. Naj bo dana preslikava f : D — M’. Tedaj imenujemo D definicijsko
obmocje preslikave. Za vsak x € D, je f(z) € M’ natanéno dolocena. Ce je

M’ =R ali M" = C, tako preslikavo obi¢ajno imenujemo funkcija.

Definicija 119 Preslikava f : D — M’ je zvezna v tocki g € D, ce za
vsak (3e tako maghen) € > 0, obstaja § > 0, da je d’(f(:r),f(xo)) < &, d&im je

d(xz,x0) <6 inx €D.

Definicija je prav taksna kot pri funkcijah, tj. sliki sta poljubno blizu, ¢e sta

le originala dovolj blizu.

Definicija 120 Preslikava f : D — M’ je zvezna v tocki xg € D, ce za vsako
okolico V € M’ slike f(xo) = yo, obstaja okolica U C M prvotne tocke Ty v
M, da je fUUND) CV, tj. da se vsaka tocka iz definicijskega obmocja D, ki

lezi v okolici U, preslika v V.
Jasno je, da iz te definicije sledi prejsnja.

Definicija 121 Preslikava f : D — M’ je zvezna v xg € D, ée za vsako okolico

V slike f(xo) = yo obstaja okolica U tocke xo, v (D,d), da je f(U) C V.

Vse tri definicije predstavljajo posplositev s stevil na poljuben metri¢en pros-

tor.

Kot pri funkcijah R — R, velja tudi tu karakterizacija zveznosti z zaporedji.

Izrek 114 Preslikava f : D — M’ je zvezna v tocki o € D natanko tedaj,
ko za vsako zaporedje {x,},—, C D, ki konvergira k xo, zaporedje {f(zn)}o,

konvergira k f(xo).
Dokaz: Podobno kot pri funkcijah. O

Definicija 122 Preslikava f : D — M’ je zvezna na D, ¢e je zvezna v vsaki

tocki D.
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Opomba: Ce je f : M — M’ zvezna, je seveda zozitev fl|p : D — M’
zvezna za vsak D C M. Zveznost je v bistvu karakterizirana samo z razdaljo,

preslikavo ze imamo od prej!

Zveznost smo ze znali definirati z okolicami v (D, d). Spomnimo se, da so

odprte mnozice v (D, d) preseki odprtih mnozic v .M z mnozico D.

Izrek 115 Preslikava f : D — M’ je zvezna natanko tedaj, ko je praslika
1O, tj. {x € D: f(x) € O}, vsake odprte mnozice O' C M’, odprta

mnozica v (D, d).

Dokaz: (=) Naj bo f : D — M’ zvezna. Naj bo O" € M’ odprta in O =
f~H0O"). Pokazemo, da je O odprta. Ce je O prazna je O odprta, saj je prazna
mnozica vedno odprta. Naj bo zg € O, torej f(zg) € O'. Ker je O odprta,
obstaja okolica V tocke yo = f(zo), ki vsa lezi v O'. Ker pa je f zvezna v xq, pa
vemo, da obstaja okolica U tocke xg v (D, d), ki se vsa preslika s f v V. Torej
fU) c Vv c 0. Torej je U vsebovan v f~1(0’). Torej je xo notranja tocka
praslike f~1(O0') = O. Ker je 79 € O poljuben, je vsaka tocka iz O notranja
tocka, torej je O odprta.

(<) Naj bo f~1(O") odprta v (D, d) za vsako odprto O’ C M’. Pokazemo,
da je f zvezna v vsaki tocki D. Naj bo xg € D in V odprta okolica tocke
Yo = f(xo). Po predpostavki je f~1(V) odprta mnozica v (D,d). Ker vsebuje
To, je U = f~1(V) okolica tocke zg. Velja seveda f(U) C V. Torej za vsako
okolico V tocke yo = f(x¢), obstaja okolica U tocke zo v (D, d), da je f(U) C V.

Torej je f zvezna v xy. Ker to velja za vsak xg, je f zvezna na D. 0

Izrek 116 Preslikava f : D — M’ je zvezna natanko tedaj, ko je praslika

f~Y(Z") vsake zaprte mnozice Z' prostora M’, zaprta mnoZica v (D, d).

Dokaz: Podobno kot prej (s prehodom na komplemente). O

Opomba: Ce je f zvezna, slika odprte mnozice ni nujno odprta. Kot primer

navedimo konstantno funkcijo, ki vsak odprt interval preslika v tocko, mnozico,
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ki vsebuje eno samo tocko in je zaprta. Podobno velja, da slika zaprte mnozice

v splosnem ni zaprta.
Izrek 117 Zvezna slika kompaktne mnoZice je vedno kompaktna mnoZica.

Dokaz: Naj bo K € M kompaktna in f : K — M’ zvezna. Naj bo K' =
f(K) € M’. Dokazimo, da je K' kompaktna. Naj bo {O, : v € I'} poljubno
odprto pokritje za K' C M'. Ker so O, odprte in f zvezna, so f_l((’)’v) odprte
v (K,d). Ker je K kompaktna v (M,d), je po znanem izreku kompaktna tudi
v (KC,d). Zato je mogoce iz odprtega pokritja {fﬁl(O’W) : v € T'} mnozice K
izbrati kon¢éno podpokritje, tj. K C (f_l((’)’n) U...U f‘l((’)’%)). Od tod sledi,
daje K' = f(K) C ((’)iy1 U...uU (’)fyn). Torej K' = f(K) je res kompaktna. O

Posledica 40 Naj bo realna funkcija definirana in zvezna na kompaktni mnoZici
KC metricnega prostora M. Tedaj je f na IC na obe strani omejena in na KC doseZe

svoj maksimum in svoj minimum.

Dokaz: Naj bo £ C M kompaktna in f : K — R zvezna. Po izreku je
f(K)={f(x): 2 € K} kompaktna podmnozica v R. Torej je f(K) omejena in
zaprta. Omejenost pomeni, da je f(K) C K(a,r) za neka a € R in r > 0, tj.
f(K)C (a—r,a+r). Torej je f(z) <a+rzavsex € Kin f(x) > a—r za vse
z € IC, tj. f je navzgor in navzdol omejena.

Naj bo L =sup{f(z) : x € K} in l = inf{f(z) : x € K}. Ker je f(K) zaprta
in L njena natancéna zgornja meja, je L € f(K). Denimo, da L ¢ f(K). Tedaj so
po definiciji sup tocke iz f(K) poljubno blizu L. Tedaj je L stekalis¢e mnozice
f(K), ki je zaprta. Zaprta mnozica pa vsebuje vsa svoja stekalisca, torej tudi

L. Iz protislovja sledi L € f(K). Podobno pokazemo za minimum. O

Definicija 123 Naj bo D € M. Preslikava f : D — M’ je enakomerno
zvezna na D, ée za vsak € > 0 obstaja § > 0, da je d' (f(z1), f(x2)) <&, ¢im

je d(z1,29) < 0 in vsaka x1,x9 € D.

Enakomerno zvezna preslikava f : D — M’ je seveda zvezna. Obratno v
splosnem ni res. Poznamo taksne primere iz funkeij, npr. = — 1/x na (0,1)

ali  + sinl/xz na (0,1). Pri funkcijah pa vemo, da funkcija, ki je zvezna na
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zaprtem intervalu, je na taksnem intervalu enakomerno zvezna. Posplositev tega

je naslednji izrek.

Izrek 118 Ce je K € M kompaktna in f : K — M’ zvezna, tedaj je f (na K)

enakomerno zvezna.

Dokaz: Naj bo K kompaktna in f : K — M’ zvezna. Naj bo € > 0. Zaradi
zveznosti f obstaja za vsak z € K taksen &, > 0, da je d'(f(z), f(Z)) < £/2,
¢im je d(x, %) < d, in x,Z € K. Naj bo U, = K(x,0,/2). Druzina {U, : x € K}
je odprto pokritje za K. Ker je K kompaktna, obstaja konéno podpokritje
K(x1,02,/2),...,K(xn,0z,/2). Naj bo § = min{d,,/2,...,0.,/2}. Naj bo
z, & € K, d(z,%) < §. Ker nase krogle K(z;,04,/2), i € {1,2,...,n} pokrivajo
mnozico K, je x v eni od njih, npr. z € K(xg,0s,/2). Torej je d(z, &) < 6 <

8z, /2. Sledi:

Oup  Ouy
I
= 0a,.-

Torej je d'(f(x), f(zx)) < €/2. Enako d'(f(Z), f(zx)) < /2. Sledi:

<6+€
2

526.

Torej je f res enakomerno zvezna. O

8.6 Banachovo skréitveno nacelo v polnih metri¢nih
prostorih

Definicija 124 Naj bo M poljuben metricen prostor. Preslikava f: M — M

je skréitev (kontrakcija), ce obstaja taksno pozitivno Stevilo ¢ < 1, da velja

d(f(z), f(y)) < qd(x,y)

za poljubna x,y € M.
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Tu gre za preslikavo s prostora M nazaj v isti M!

Izrek 119 (Banachovo skréitveno nacelo) Najbo M poln metricen prostor
in f: M — M skréitev. Tedaj obstaja natanko ena negibna (fiksna) tocka
preslikave f, tj. taksna tocka a € M, da je f(a) = a. Ce je xg € M poljubna
tocka, tedaj zaporedje

20, f(20), £ (£(@0)), £ (/ (@) ) -
konvergira k a.

Dokaz:

1) Pokazimo, da je negibna tocka (¢e obstaja) ena sama. Recimo, da sta dve.
f(a) = ain f(b) = b. Tedaj je d(a,b) = d(f(a), f(b)) < qd(a,b). Ce
je a # b, je d(a,b) > 0 in d(a,b) < qd(a,b) protislovije. Torej a = b oz.

negibna tocka (Ce obstaja) je ena sama.

i1) Pokazati moramo Se obstoj negibne tocke. Naj bo z¢g € M poljuben. Naj
bo x1 = f(w0),z2 = f(z1),23 = f(x2)... Pokazimo, da je to zaporedje

Cauchyjevo. Naj bo d(zg,z1) = D.

d(xy1,x2) = d(f(x0), f(z1))

< qd(zo,21)

Torej d(;vl,f(xl)) < ¢D oz. d(xl,xg) < ¢gD. Pri tem je po definiciji

q < 1.

(0, f(n)) = d(f(@n-1), f(zn))

< qd(l'n—la xn)
Ker je d(xzg,x1) = D in d(xl,xg) < ¢D, sledi

d(x2,23) < qd(z1,22) < ¢°D,

d(zs,zq) < ... < @D,

d(Tn, Tnt1) < ... < ¢"D,
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Naj bo n < m. Oglejmo si
d(I‘n, zm) S d(xru In+1) + d($n+1, zn+2) +...+ d(zm—h Im)
<¢"D+¢""'D+...+¢"'D

=¢"D1+q+q¢*+...+¢"7")

<¢"D1+q+¢+..)

on 1
= 4"
_4aD
=1

Za vsaka n, m, n < m, torej velja d(x,,zm,) < ¢"D/(1 —¢q). Od tod
zaklju¢imo, da je zaporedje {z,} -, Cauchyjevo. Naj bo & > 0. Izberimo

no tako velik, da je ¢"D/(1 — q) < /2. Naj bosta n,m > ng. Ker je

m > ng, je
q°D ¢
d(Tm, Tn,) < - <3
Ker je n > no, je
qwD ¢
d(xnwrng) S 1 — q < 5

Sledi, da je

d(zﬂm zn) < d(:cm, Ino) + d(zna zno)

<€+6—5
2 2 7

To pomeni, da je zaporedje {z,},.; Cauchyjevo. Ker je M poln, za-
poredje {z,},-, konvergira. Oznacimo limito zaporedja {z,} -, z a, tj.

a = lim,_— o0 Tp,-

a= lim x,
n— oo

= lim Tp+1
n—oo

n—r00

= f(lim z,)

n—oo

= f(a)

Tako dobljen a je torej res fiksna tocka. Od prej pa vemo, da je edina. [J
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Opomba: Zveznost skréitve je trivialna: V e-§ definiciji zveznosti vzamemo

§=ce. Najboz € M,e>0iné =e. Ce je d(y,x) < 8, je tedaj
d(f(y), f(x)) < qd(y,z)
< qé

:qs
<E.

Torej zveznost [ v tocki z (x je poljubnen) je res trivialna.

Zgled: Z uporabo Banachovega skrcitvenega nacela pois¢imo resitev enache
2 =sinx + 2

na vsaj tri decimalke natancno.

f(@)
5r 2x
4,
37 .
sinx + 2
2
1,
0 1 2 3 1 5 7

Slika 8.1: Iskanje nicle z uporabo Banachovega skréitvenega nacela

Pisali bomo

Ocenimo

d(f(x1). f(a2)) = (1) — f(w2)]
)] |2 — ]
= |5 cosé| |z2 — a1
< lag — o

= Ld(z1,22)
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(x) upostevamo Lagrangeev izrek, tj. f/(§)(xe — z1) = f(x2) — f(x1). Torej
d(f(z1), f(z2)) < 3d(z1,22). Naj bo M = [-2,2]. Funkcija f : [-2,2] —
[1/2,3/2] C [-2,2] je torej skréitev (¢ = 1/2), ki slika poln metri¢en prostor
M = [-2,2] vase. Torej lahko uporabimo na§ izrek. Enacba f(z) = Lsinz +1
je enacba f(a) = a. Resitev te enacbe je ravno negibna tocka nase preslikave
f. Prvi priblizek: 29 = 0, 21 = 1, 290 = 1/2sinz + 1,...in d(xg,21) = D,
d(z1,72) < gD =1/2D, d(z2,23) < (1/2)?D,...
Spomnimo se ocene iz dokaza. Ker je D =1, je

1 1

d(Zn, Tm) < (§> qu7 mz2>mn

oziroma |2, — x| < (1/2)"-2, m > n. Fiksirajmo n in posljimo m ¢ez vse meje
(m — oo, potem z,, — a). Sledi |z, —a| < (1/2)"-2. Ce je npr. n = 15, je

reSitev res vsaj na tri decimalke natancna. O

Opomba: Za resevanje taksnih enacb so obi¢ajno veliko boljse numeri¢ne

metode, npr. bisekcijska metoda, tangentna metoda itn.

8.7 Nadaljnji primeri metricnih prostorov

Definicija 125 Naj bo X realen ali kompleksen vektorski prostor. Norma na

X je funkcija ||.|| : X — R in izpolnjuje naslednje pogoje
i) |z]| >0 za vsak x € X,
ii) |z|| =0 & x=0,
iir) |[Ax|| = |||zl za vsak x € X in za vsak A €T,
w) |lz+yll <lz| +llyll za vsaka x,y € X.
Par (X, ||.||) imenujemo normiran vektorski prostor.

Izrek 120 Ce je X normiran vektorski prostor, je z d(z,y) = ||z—y|| definirana

metrika na X.

Dokaz: Preverimo lastnosti.
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o dz,y) = r—yl| =0

e dz,y)=|lz—y||=0 <= z2—-y=0 <= =y

d(z,y) = [z =y

= [[(=1)(y — 2)||
=[—1] [y —=|
= [ly — |l
=d(y,z)

d(z,2) = ||z — 2|

=z -y)+(y -2
< lz =yl +lly — =l

= d(z,y) +d(y, 2)

|
Zgled: R, ||z| = |z|. O
Zgled: R?, ||z|| = /22 + 23, x = (21, 22). O

Zgled: R3, ||z|| = /22 + 23 + 22, © = (21, 79, 23). Odprta krogla s srediséem

v izhodis¢u in polmerom 1:

K(0,1) = {z € R*: d((0,0,0), (1,22, 23)) < 1}

={reR¥:\[a? + 23+ 23 <1}

Zgled: R?. Definirajmo normo kot ||z|| = max{|z1|,|z2|}, = (21, z2).
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Preverimo lastnosti norme.

[Az]| = max{|Az1[, [Aza|}
= max{|A[ [z1], |A] [Aza]}
= [Afmax{|z:], |z}

= Al [l|

[z +yll = ll(z1 +22), (g1 + w2)|

= max{ |z + y1|, |22 + yo|}

2]l + [lyll = max{|z1], |z2]} + max{[ys ], |y2[}

lz1 + y1| < fza] + [oa
< max{|z1], [22|} + max{[y1], [y2[}
|22 + y2| < 2| + [y2]
< max{|z1], [22|} + max{[y1, [y2[}
Velja:
z+yll <zl + Iyl

Odprta krogla s sredis¢em v izhodis¢u in polmerom 1:

IC(O, 1) = {(1‘1,(E2) : d(($1,$2)7 (0,0)) < 1}
= {(z1,22) ¢ [|lz1, 22| <1}
= {(z1,22) : max{|x1], |z2|} < 1}

= {(561,172) : |171| < 1, |172| < 1}

Zgled: R", ||z = /22 + 23 + ... + 22, 2 = (z1,T2,...,Tn). O

Zgled: C([a,b]) je normiran prostor z normo | f|| = max{|f(z)| : a < x < b}.

p(f,9) = If = gll = max{[f(x) — g(z)] : a <= < b}
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Definicija 126 Ce je normiran prostor X v metriki d(z,y) = ||z — y|| poln, se

imenuje Banachov prostor.

Opomba: Torej je vsak normiran prostor metricen. Ni pa vsak normiran

prostor poln.

Definicija 127 Skalarnt produkt na realnem vektorskem prostoru X je funkcija
(].) : XxX = R, tj. pravilo, ki vsakemu urejenemu paru (x,y) € X x X priredi
Stevilo (xly), ki mu reéemo skalarni produkt vektorjev z,y, z naslednjimi last-

nostmai:

i) (x|z) >0 zawvsak x € X
(z]z) =0 & =0
1) (zly) = (y|z) za vsaka x,y € X

iii) (Axly) = Mzly) za vsaka z,y € X in vsak A € R

w) (zly +2) = (zly) + (x]2)
(x +ylz) = (z|z) + (y|z) zawvse x,y,z € X.

Opomba: Realen vektorski prostor s skalarnim produktom se imenuje realen
unitaren prostor. V realnem unitarnem prostoru velja t.i. Cauchy-Schwarzova

neenakost.
[(zly)| < | lyll

Dokaz: Za vsako realno stevilo a je
(x —aylz —ay) 2 0,
tj.
(zlz) — 2alzly) + a*(yly) = 0.

Ce je y = 0, je neenakost ocitna. Ce y # 0, pa vstavimo a = (z|y)/(y|y) in

dobimo
(x]) (yly) > (|y)?.

Kar pomeni [(z[y)| < ||| [ly[]. O
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Izrek 121 Ce je X realen unitaren prostor, je s formulo ||z|| = /{z|z) defini-

rana norma na X.
Dokaz izreka: Edina netrivialna stvar je trikotniska neenacba.

lz+yl* = (z+ylz+y)
= (z +ylz) + (z +yly)

< lzll lz + yll + llyll [l + y

Ce je 2 + y = 0 je dokaz ociten. Ce x 4y # 0, pa obe strani delimo z ||z + y/||
in dobimo ||z +y| < [lz]| + [ly[|. O

Zgled: R? je s skalarnim produktom

((z1,22)|(y1,92)) = z1y1 + T2y2

unitaren prostor. O

Zgled: R" je s skalarnim produktom

(1,72, 20)[(Y1, Y25+, Un)) = T1y1 + TaY2 + ... + TpYn

unitaren prostor. O

Opomba: Cauchy-Schwarzova neenakost pomeni:

V realnem unitarnem prostoru lahko definiramo kot med vektorjema, tj. ele-

mentoma prostora.
(z]y)
]yl

Elementa unitarnega prostora imenujemo pravokotna, ¢e je njun skalarni pro-

CoOSx =

dukt enak 0.

Definicija 128 Ce je realen unitaren prostor v metriki, porojeni s skalarnim
produktom ||z|| = \/{z|x), d(z,y) = ||z — y||, poln, se imenuje Hilbertov pros-

tor.
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Opomba: Konénodimenzionalen normiran prostor je vedno poln.

Zgled: Prostor C ([a, b]) postane realen unitaren prostor, ¢e definiramo skalarni

produkt

b
(flg) =/ f(z)g(x)dx.

Opomba: Norma || f| = ff f(z)?dz je seveda drugacna od supnorme.

Opomba: Prostor C ([a, b}) z metriko, porojeno s skalarnim produktom, ni poln.
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