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Velike deformacije kroglastih, natezno obremenjenih lupin

Obravnavamo velike deformacije tankih lupin kroglaste oblike, izdelanih iz nelinearno
elastiénega materiala in obremenjenih z notranjim nadtlakom. V praksi lahko s takSnim modelom
obravnavamo napihovanje balonov in deformacije nekaterih bioloskih tkiv.

1. Materialni model

Za opis nelinearne zveze med napetostnim in deformacijskim stanjem bomo uporabili
Mooney-Rivlin-ov dvo-parametriéni model, po katerem Cauchy-jeve napetosti v materialu
izracunamo s pomocjo slededega izraza [1]:

g = chB - ZCZB_l + T]I (1)

Mooney-Rivlin-ov model se pogosto uporablja za naravne gume in gumam podobne
elastomere. V zgornji zvezi nastopajo trije materialni parametri (C, C,, 1), I je identi¢na matrika,
B pa funkcija deformacijskega gradienta F po enacbi:

B =FFT",B~1 = (FF")™ (2)

2. Enoosni preizkus nestisljivega materiala

Poglejmo si primer enoosnega nateznega preizkusa na epruveti kvadratnega prereza (Slika 1).
Epruveto preko obremenjevanja z napetostnim vektorjem p raztegujemo v smeri osi X.
Postavimo si koordinatni sistem v nedeformiranem stanju (X,Y,Z) in koordinatni sistem v
deformiranem stanju (x, y, z). Koordinatna sistema si lahko izberemo tako, da sovpadata.
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Slika 1: enoosno raztegovanje preizkusanca kvadratnega prereza.
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Razmerje med koncno in zacetno dolZino epruvete v smeri osi X, Y in Z oznalimo z A, 4, in
A, (A navadno imenujemo »razteg«). OCitno je, da sta v precnih smereh (Y in Z) raztega enaka:

Ay =1, (3)

Ker obravnavamo nestisljiv material mora veljati tudi (volumen nestisljivega materiala se pri
deformiranju ne spreminja):

a-b-b=al,bd, bl, — AA, A, =1 (4)

Zarazteg v smeri obremenjevanja epruvete (X), bomo od tu naprej uporabili kar oznako A brez
indeksov:

Ay =4 (5)
Iz enacb (3), (4) in (5) lahko izrazimo raztega v pre¢nih smereh z raztegom v smeri osi X:

Ax'/ly'/lzzll'/ly'ﬂzz/l'ly'/ly=1 - A =/1Z=ﬁ (6)

Koncni polozaj tock v deformiranem stanju v odvisnosti od njihovega zacetnega polozaja lahko
zapisemo s pomocjo raztegov. Tocka, ki ima v nedeformiranem stanju koordinate (X,Y,Z) se v
deformiranem stanju premakne na polozaj:

x=A X=X, y=A V=5V, z=1Y=—-

7 il (7)

Iz enacb (7) lahko izratunamo komponente deformacijskega gradienta:
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Iz enacb (1) in (2) potem sledi:

g = chB - ZCZB_l + T]I
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Oxx Oxy Oxz 010 = 00 1 00

Oyx Oyy Oyz | =2C | A | — 2¢, 0 1 0 +n10 1 0

Oz Ozy Oy - %/ 0 0 1 0 0 1

Oux = 20147 = 20 25+

Oyy = 2C1 3 — 2C, A+

(8)
(9)

0ys = 2013 = 2C, A +1) (10)
Ce od enacbe (8) odstejemo enacbo (9) dobimo:
1 1
Ox — Oyy = 2C, (,12 - i) —2¢, (A—Z - /1) (11)

Za komponente napetostnega tenzorja v deformiranem stanju pri enoosnem preizkusu velja:

Oxx Oxy Oxz O 0 O p 0 O
(o) = (‘Tyx Oyy UyZ) = < 0 0 0) = (0 0 0>,
Ozy Ozz 0 0 0 0 0 O

O-ZX
od koder kon¢no dobimo:

_ o 5 1 1
Oxx — Oyy = Oxx =P = 2 (/1 - E) - 2C, (ﬁ - /1) (12)
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Slika 2: primer nelinearne p(A) krivulje pri enoosnem preizkusu.
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3. Model deformiranja balona — tanka votla krogla, obremenjena z notranjim nadtlakom

Balon bomo modelirali kot geometrijsko idealno votlo kroglo, ki se pri napihovanju
preslika/deformira zopet v idealno kroglo le z veéjim premerom (Slika 3; rumena barva —
nedeformiran balon, modra barva — deformiran balon). Ko balon napihujemo, se v njem
spreminja nadtlak p, kar bomo poskusili matemati¢no opisati. Kartezi¢ni koordinatni sistem v
nedeformiranem stanju (X, Y, Z) se ujema s tistim v deformiranem stanju (x, y, z). Isto velja za
krogelna koordinatna sistema v nedeformiranem (R, @, @) in deformiranem stanju (r, @, 8). Ker
se tocke v telesu premikajo v samo v radialni smeri, za polozaj vseh toc¢k velja @ = @ in ©® = 6.

L A4 L A4

€: €

Slika 3: model deformiranja balona: a) v 3D-prostoru in b) v ravnini xz z oznaenim notranjim nadtlakom p.

Izberemo si tocko P na povrsini krogle na mestu, kjer smeri enotskih vektorjev krogelnega
koordinatnega sistema eg, ey, €, sovpadajo s smermi enotskih vektorjev kartezi¢nega
koordinatnega sistema ey, ey, e;. V tocki P tako velja:

ex =€pp €y =€pp €z =€gp IN ey=¢€.p e,=€,p e,=egp (13)

V primeru homogenega deformacijskega stanja brez striznih deformacij lahko deformacijski
gradient zapiSemo kar z raztegi v smereh osi koordinatnega sistema (isto smo naredili za enoosni
preizkus, samo na malo daljSi nacin). Ker sta kartezi¢ni in krogelni koordinatni sistem v tocki P
enaka, mora za to tocko veljati:

Aepr O 0 Arp 0 0
(Fp=( 0 Ap 0 |=1 0 Aypp O (14)
0 0 Azp 0 0 Agp
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Spomnimo se, da razteg v neki smeri predstavlja razmerje med konéno in zacetno dolzino
vlaken v tej smeri. Raztege v cirkumferencnih smereh (¢ in 8) lahko tako izra¢unamo iz razmerja
med konénim in zacetnim obsegom (Slika 3). V tocki P oz. P’ tako dobimo:

2nr r . 2nr r
/1@13' = Ay'p' = ﬁ = E =1 in /19,13' = /12_[2' = ﬁ = E =1 (15)

Za razteg v radialni smeri pa iz nestisljivosti materiala sledi:

1 1
Aep - Aop Agp =1 = Ap = T dp 2 (16)

Deformacijski gradient v tocki P’ je tako:

A 00 Ay 0 0 LR
(F)P = 0 Ay,P’ 0 = 0 A(p,P' 0 = )6 10 (17)
0 0 AZ,P, 0 0 AQ'P’ 0 0 A

V nasem (simetricnem) primeru vse tocke v telesu »obcutijo« enako deformacijsko stanje kot
tocka P’". Za deformacijski gradient v celotni krogli v krogelnem koordinatnem sistemu tako velja:

L oo A 0 0
(F) = (F)p = ! (‘02 3 0) * <0 A 0>! razen v tocki P (18)

> O O

0
A
0

oS O YR

Iz enacb (1) in (2) dobimo:

0=2C,B—2C,B™'+nl

A% 0 0 % 0 0
B=FF'=(0 22 o) B'=[0 22 o

0 0 22 0 0 272
Opr = 20,074 = 20,0 + 19 (19)
Opp = 20,4 = 20,172 + 1 (20)
(21)

Ogg = chlz — 262){_2 + n
Ravnovesne enacbe statike v sfericnem koordinatnem sistemu ob odsotnosti striznih napetosti

se glasijo [2]:

% +%(20rr — 0gg — 0pp) =0 (22)

ag%% +%(099 - a(p(p) cotd =0 (23)

o rame = (24)
Stran 5
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Ker sta normalni napetosti v cirkularnih smereh enaki (gg9 = 0y,), vsi odvodi v cirkularnih
smereh pa enaki 0 (oboje sledi iz simetrije), moramo izpolniti samo Se enacbo (22):

00,
ar

1
+ - (ZJTT — Ogg — aq,q,) =0

V zgornji izraz vstavimo zveze (22) do (24) in dobimo:

do, 2
a;r + ;(2C1(A_4 -2 +2C,(A72-2%)) =0

4
007, = == (G (A7 = 22) + G, (72 = A")or

Z integriranjem zgornje enacbe po debelini stene v deformiranem stanju dobimo razliko med
normalnimi napetostmi v radialni smeri na zunanji in notranji steni krogle, ki je ravno enaka p:

b b
4
f 90,y = — f S(GAT =)+ G - A dr
a a

by
Orr(b) —0pr(a) =p = — f ;(Cl(/l“* -+ (A2 =AY)) ar

a

Ob upostevanju, da je stena balona tanka, se zgornji integral poenostavi v konéno enacbo:

D . . . .. . .
6= 7 (razmerje med debelino stene krogle in radijem krogle v nedeformiranem stanju)

4,0
p [kPa]

3,5

3,0

2,5

2,0

L C1=0,1 MPa

C2=0,01 MPa
D=0,21 mm
R=25 mm

1,0

0,5

AL/l
0,0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Slika 4: primer p(A) krivulje pri napihovanju balona.
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