Vaja 14: PoruSitvene hipoteze / kombinirana torzijska in upogibna obremenitev

Ko imamo opravka s kombinacijo ve¢ih obremenitev (npr. strizne sile in upogibnega momenta ali
upogibnega momenta in torzijskega momenta), moramo pri dimenzioniranju upostevati prispevek
vseh napetosti, ki jih posamezne obremenitve povzro¢ajo. Njihov skupni vpliv dolo¢imo z izraunom
t.1. primerjalne napetosti. V nasih primerih bomo uporabljali Huber-jevo primerjalno napetost za
enoosne konstrukcijske elemente (nosilce), ki se pogosto uporablja za kovine. Huber-jevo
primerjalno napetost izraCunamo po enacbi:

oo = \JoT 302

op - primerjalna napetost

o - skupna normalna napetost v enoosnem konstrukcijskem elementu
T - skupna strizna napetost v enoosnem konstrukcijskem elementu

Primerjalna napetost je nek algoritem (enacba), ki nam omogoca primerjavo poljubnega napetostnega
stanja z napetostnim stanjem pri enoosnem nateznem preizkusu, s katerim pogosto merimo materialne
lastnosti (npr. modul elasti¢nosti, Poisson-ov koli¢nik, mejo teCenja, natezno trdnost,...).

Pri dimenzioniranju tako iz razli¢nih napetosti, ki so posledica kombinacije razli¢nih obremenitev,
izraCcunamo primerjalno napetost, za katero moramo zagotoviti, da je nizja od dopustne vrednosti
(slednja je lahko dolo¢ena npr. iz meje teCenja ali iz natezne trdnosti materiala, ki sta izmerjeni pri
enoosnem nateznem preizkusu):

Rpo.2 . . . . . v . .
Op < Opop = ’; ,  Rpo2 = opp, (dimenzioniranje na mejo teCenja), v — faktor varnosti

R . D ” .
op < Opop = Tm’ R,, = gy (dimenzioniranje na porusitveno trdnost), v — faktor varnosti

Naloga 1.) Za primer prostorskega nosilca na spodnji sliki izracunajte reakcijske sile in momente, da
bo nosilec v ravnovesju, in dimenzionirajte nosilec za primer okroglega prereza (slika b) in
pravokotnega prereza (slika c). Vpliv notranjih striznih in notranjih osnih sil zanemarite.

Podatki:
F, =300N
F, =500N

Opop — 130 MPa

a) Ayy Azps Bypy Bypy By F3 =7 .
b)D =7 0,1m
c)a=7?

a) Nosilec je stati¢no predolocen, saj nobena b) c) [ s

izmed podpor ne preprecuje rotacije nosilca -— [~

okrog osi xr. Zaradi tega med neznanke, ki
jih moramo dolociti iz statike, poleg sil v D >, 3a Z
podporah, sodi tudi sila F;, ki mora biti

dolocena tako, da je izpolnjeno ravnovesje E—
momentov okrog osi xy.

yT yT



V prostoru moramo izpolniti skupaj Sest ravnovesnih enacb; tri za ravnovesje sil v smeri vsake izmed
koordinatnih osi in tri za ravnovesje momentov okrog vsake izmed koordinatnih osi v izbrani tocki
(za zapis enacb ravnovesja momentov izberemo podporo A):

1) Ravnovesje sil v smeri osi x7:
2) Ravnovesje sil v smeri osi yy:

3) Ravnovesje sil v smeri osi zy:

4) Ravnovesje momentov okrog osi xr:

YFix, =0= B, =0
YFy,=0=> A4, +B, +F,+F;=0
YFy, =0=>A4, +F+B, =0
YMiy,a=0=> —F-02m+F;-01m=0

5) Ravnovesje momentov okrog osi yr: X My, 4 =0= — B, -09m—F;-03m=0

6) Ravnovesje momentov okrog osi zy: X M, »=0=> F,-05m+B, -09m+F;-1,2m=0

Rezultati: Obremenitve in reakcije (vrisane so dejanske smeri delovanja sil):
ZT
xr = 0 200N 7
B,.=—1077,78 N i
B,,=—-100N
A, =—-2222N
Ay, =—-200N yrl
F; =600 N 500N “
1077,78NT —
Polje I:
200N
MxT =0 = MxT =0 My

My, +200N-x=0 = M, =-200N-x \
M, —2222N-x=0 = M, =2222N-x 2222NI

Mxr (MT)
| T
Tyr Xt

=0: My, =0 x=03m:M, =0
M, = M, =—60 Nm x
Mg, =0 M,, = 6,67 Nm 0<x<03m |y,
Polje II: S
M,, =300N-02m A /:my- 02m
M, =300N-x—200N-(0,3m+x) \
M,, =22,22N- (0,3 m+x) IzzzzN \f X
0,3 \“MXT 4
x=0:M,, =60Nm x=0,2m:M,, =60Nm iy - ~
M, = —60 Nm M, = —40 Nm \‘
M,, = 6,67 Nm M,, = 11,11 Nm 0<x<02m |V



Polje III:

M. =600N-01 e TYTT Mer
= -0,1m N

Xt 'k '\ /

M,, = —100 N - x >

M, =1077,78N-x—600N- (0,3 m + x) Ta

Myr

x 1077,78N 600N

x=0:My, =60Nm x=0,4m: M, =60Nm

0,1m
My, = 0Nm M, = —40 Nm
M,, = —180 Nm M,, = 11,11 Nm
Polje IV:
Tyr
M,, = 600N -0,1m Mr (M) YT v
YN
M, =0 -7
M,, = —600 N - x N *
T 600N
y ‘
x=0:M,, =60Nm x=03m:M, =60Nm 0,1m

X
My, =0 Nm M,, =0Nm \l
MZT = 0Nm MZT = —180 Nm 0<x<0,3m

Diagram notranjih momentov (notranjo osno in notranji strizni sili pri dimenzioniranju zanemarimo):

A L S . /B \ W
ol o] I T TSI T
Myr 0 IZODTTIIII ]4?TJTHH...?_§,_ .
Mzr 0 $}'__|'llllff||||| 0

6,67_,Nm 11,11 Nm

Pri dimenzioniranju moramo poiskati najbolj obremenjeno to¢ko na nosilcu. V veliko primerih je
najbolj obremenjena tocka hitro razvidna, saj mesta, kjer imamo najvecje vrednosti (ekstreme)
posameznih notranjih veli¢in (sil in momentov), v prakti¢nih primerih velikokrat sovpadajo. Vcasih pa
najbolj obremenjena tocka na nosilcu ni takoj razvidna: v nasem primeru imata npr. notranja upogibna
momenta M, in M,, . ekstremni vrednosti v dveh razli¢nih to¢kah (B in C) in v obeh teh tockah je
tudi torzijski moment najvecji. V takSnih primerih moramo preveriti vsaj vse tiste tocke, kjer so
posamezne obremenitve najvecje (v naSem primeru tocko B zaradi ekstremne vrednosti upogibnega
momenta M, in tocko C zaradi ekstremne vrednosti upogibnega momenta M,, . v tej tocki).

Kljub temu nimamo zagotovila, da v zelo zapletenih primerih primerjalna napetost ne bo najvecja na
kakSnem drugem mestu (npr. tudi v kakSni vmesni tocki, kjer nobena od posameznih notranjih
obremenitev nima ekstremne vrednosti), saj je primerjalna napetost rezultat kombinacije vseh
obremenitev.



b) Zanemo z dimenzioniranjem kroznega prereza na mestu podpore B. V prerezu moramo poiskati
toCko, v kateri je primerjalna napetost najvecja in prerez dimenzionirati tako, da bo primerjalna
napetost v tej tocki nizja od dopustne. NariSemo prerez, koordinatni sistem in obremenitve prereza:

= 60 Nm

M,
Myr =0 Nm
M, = —180 Nm

Strizne napetostni zaradi torzijskega momenta M, izracunamo po enacbi (uporabili bomo nekoliko
drugacne oznake kot pri vaji iz torzije):

gy oz Mo Mo
! Wy~ Wy
T=MxT

Wr

V kroznih prerezih so torzijske napetosti najvecje na obodu prereza (kjer je odpornostni moment
prereza najmanjsi) in so enako velike v vseh tockah na obodu. Izracunamo jih po enacbi:

M

XT

Wr MmN

TMAX =

D3
MxT =60 Nm, WT,MIN = ?

My,  16-60-1000 Nmm 305577,5 Nmm

T =
MAX WT,MIN D 3 D 3

Napetosti zaradi notranjega upogibnega momenta okrog osi zy izraCunamo po enacbi:
My, M

T _ _ 2T
O-xx - I yT
ZT

Te napetosti so najvecje v tockah, ki so najbolj oddaljene od osi z7, ki je v tem primeru tudi nevtralna
os prereza nosilca:
MZT MZT

Zr

Tocki, kjer dobimo najvecjo vrednost primerjalne napetosti, sta
za krozni prerez in tak§no vrsto obremenitve takoj jasno razvidni
in sta oznaceni z K na desni sliki. V teh dveh tockah imamo
namre¢ hkrati najvecje strizne napetosti zaradi torzijskega
momenta M, . in najvecje upogibne napetosti zaradi upogibnega
momenta M,_. Upogibne napetosti v teh dveh tockah so enako
velike, ker sta tocki enako oddaljeni od nevtralne osi, a
nasprotnega predznaka. Za dimenzioniranje ni pomembno katero

od teh dveh tock izberemo, ker se vrednost v izraCunu primerjalne napetosti kvadrira, pri cemer se



predznak izgubi. Izberemo si npr. zgornjo tocko K in izraunamo vrednosti upogibne, torzijske in
primerjalne napetosti v tej tocki. Upogibna napetost zaradi momenta M, je tudi skupna normalna
napetost v tocki K, saj nimamo drugih obremenitev, ki bi prispevale k normalnim napetostim:

My, My, ~180- 1000 Nmm - 64 / D\  1833464,9 Nmm
Pxek =L, YK D* (_ E) B D3 - oK
V4 [

305577,5 Nmm
Tk = Tmax = D3

O-P,K =4/ UKZ + 3TK2

Za dimenzioniranje uporabimo Huber-jevo primerjalno napetost / porusitveno hipotezo:
O-P,K =4 O'KZ + 3TK2 < Opop

1833464,9 Nmm) 2 305577,5 Nmm
K = ( D3 ) + 3( D3

2
) < 130 N/mm?

= 24,485 mm

_° (1833464,9 Nmm)? N (305577,5 Nmm)?
- (130N/mm?)? (130N/mm?)?

D > 24,485 mm (izberemo D = 24,5 mm, ali npr. D = 25 mm)

Dodatek: Kako iz slike ugotovimo, kje v prerezu upogibni moment povzroca natezne napetosti in
kje povzroca tlacne napetosti?

Palec desne roke postavimo na os, v kateri lezi moment (v tem

primeru os Zr) in ga usmerimo v smer vektorja momenta.

Preostale prste malo pokré¢imo. Smer preostalih prstov (od dlani

proti konicam prstov) nam sedaj kaze smer »vrtenja« momenta. 7T
Na delu prereza, kjer ta smer kaze iz lista/ekrana ven, moment

povzroca natezne napetosti. Na delu prereza, kjer smer vrtenja

kaZze v list/ekran, pa moment povzroca tlatne napetosti.

vl



¢) Pravokotni prerez na mestu podpore B: a

M,, =60Nm, M, =0Nm Ks Kz
M,, = —180 Nm 5=0 ©>0

Za primer pravokotnega prereza polozaj tock, kjer

bo primerjalna napetost najvecja, ni tako lepo T T
. . Y MAX S
viden, kot v primeru okroglega prereza. Strizne 38 N

K, y ZT

napetosti zaradi torzijskega momenta M, so

najve¢je na sredini daljSe stranice pravokotnika; 60 Nm

sem postavimo eno kandidatno tocko za kriti¢no

toCko prereza, ozna¢imo jo z Ki. Upogibne
napetosti so najvecje na zgornjem in spodnjem
robu prereza; nekam na ta dva robova moramo yTL

postaviti Se eno kandidatno to¢ko. Vemo, da je strizna napetost zaradi torzijskega momenta v vogalih
pravokotnega prereza enaka 0, zatem strizna napetost naraste proti sredini roba in pade zopet na ni¢
v drugem vogalu. Torej je na zgornjem ali spodnjem robu smiselno postaviti predpostavljeno kriticno
tocko v sredisée krajse stranice / robu. Ce torej povzamemo (za to¢ke oznadene na zgornji sliki):

- Tocka K; — maksimalne strizne napetosti / brez upogibnih napetosti
- Tocka K> — maksimalne upogibne napetosti in nekaj striznih napetosti

- Tocka K3 — maksimalne upogibne napetosti / brez striznih napetosti (ni potrebno racunati)

* Dimenzioniranje na primerjalno napetost v tocki Ki:

M,
Tk, = TMAX — W
T,K;
My, = 60 Nm
C1 ) 3a
Wrk, = Wrmin = o 3a-a*, n= o= 3 2 ¢,=0263 ¢;=0977 c3=0,754
2
My,  60-1000 Nmm 74296,6 Nmm

T Wrk, 0263 3, g2

a3

Upogibne napetosti v to¢ki K; so enake ni¢, ker tocka lezi na nevtralni osi, tako da lahko ze
izratunamo primerjalno napetost in dimenzioniramo prerez:

OpK, = \/O—Klz +31g,? = \/0 + 37,2 = Y31k, < dpop

74296,6 Nmm
a3

V3

< Opop

74296,6 Nmm

3
> 3
= V3 130N/mm?

a =997 mm



** Dimenzioniranje na primerjalno napetost v tocki Ko:

- izracunamo strizne napetosti v tocki Ko:

T My
2 W,
M,, = 60 Nm
C1

WT K, E 3a Clz

M, 60 - 1000 Nmm 56019,6 Nmm
TKZ = = =

WT,KZ & . q2 a3

0,077-0,754 34 @

- normalne napetosti zaradi upogibnega momenta M. v tocki Kz znasajo:

Mz, M, —180 - 1000 Nmm - 12 120000 Nmm
Uxx,Kz = ZyT'KZ = a- (361)3 (_1, a) = T = 0oy,

- izracunamo primerjalno napetost v tocki K> in dimenzioniramo prerez:

— 2 2
O-P,Kz_ ’O'KZ +3TK2 SO_DOP

120000 Nmm) 2 56019,6 Nmm
oo, = |((Z22 N o

2
) < 130N/mm?

a3 a3

_° (120000 Nmm)? N (56019,6 Nmm)? 1059
= |T(130N/mm?)? (130N/mmz)z > mm
a > 10,59 mm (izberemo npr.a = 11 mm)

Ugotovimo, da je to¢ka K> nekoliko bolj obremenjena kot toc¢ka K (prerez mora biti nekoliko vedii,
da primerjalna napetost v tocki Kz ne preseze dopustne vrednosti, v primerjavi z velikostjo prereza,
pri kateri primerjalna napetost v toc¢ki K| ne preseze dopustne vrednosti).



d) Preverili bomo ali pravokotni prerez z izraCunano dimenzijo a = 11 mm zdrzi obremenitve na
mestu C na nosilcu:

11 mm
M,, = 60 Nm K K
2

M, = —60Nm T

M, = 6,67 Nm IOQL/MAXIS 60 Nm goﬁ;/r\mx
V tocki C imamo poleg torzijskega momenta M, . E @ @
in upogibnega momenta M, tudi upogibni P A . @—b
moment M, okrog vertikalne teZiSCne ™| K / ZT
koordinatne osi yr. Koordinatni osi y; in zy sta @ 60 Nm@
simetrijski osi prereza in tako tudi glavni @ @
vztrajnostni osi prereza. Ker imamo upogibni

moment okoli obeh glavnih vztrajnostnih osi
prereza, imamo v toc¢ki C kombinacijo poSevnega y'rl
upogiba in torzije. Za izratun napetosti zaradi
posevnega upogiba sledimo korakom iz 10. vaje. Napetosti pri poSevnem upogibu izraCunamo po
enacbi:
My M,
Oxx =7 YV —72

Prvo izraCunamo glavna vztrajnostna momenta prereza I; in I,. Ker sta osi y; in z glavni vztrajnostni
osi prereza, bosta vztrajnostna momenta prereza okrog teh dveh osi tudi glavna vztrajnostna momenta
prereza. Dobimo:

3a-ad .
L, = o - 0,25a* = I,
a-(3a)3
IZT = T = 2,25(14 = Il
Iz zgornjih rezultatov lahko Ze ugotovimo, da os zp 11 mm
predstavlja prvo glavno vztrajnostno os prereza, os yr pa Ks K-

sovpada z drugo glavno vztrajnostno osjo prereza. Na
glavne osi sedaj postavimo koordinatnih sistem glavnih

Af) Nm
vztrajnostnih osi, pri ¢emer prvo glavno vztrajnostno os
oznacimo kot z-os, drugo glavno vztrajnostno os pa kot y-
os. Koordinatna sistema y —z in y; — zy morata biti A T/ .

33 mm

istosucna, kar lahko v naSem primeru enostavno izpolnimo Ki ZT, ( 1 ) &
tako, da os z usmerimo enako kot os z, 0s y pa enako kot
os yr (za vajo lahko poskusite drugace usmeriti |
koordinatni sistem y — z, kon¢ni rezultat mora biti enak). l

Komponenti momenta okrog prve in druge glavne

vztrajnostne osi znasata: yr (2)’ y

60 Nm

M, =M, =667Nm,  M,=M, =—60Nm

yr



V pomoc pri iskanju najbolj obremenjene tocke prereza lahko izraCunamo Se polozaj nevtralne osi:

= = — = = — °
ILM; 0,25a* 6,67 Nm ’ g ’

tanf =

Tocka, ki je najbolj oddaljena od nevtralne osi, je tocka
K3, zaradi Cesar moramo obvezno izracunati vrednost
primerjalne napetosti v tej tocki (upogibne napetosti so K K>
tu najvecje).

Tocko Ki moramo preveriti, ker so tu strizne napetosti ki h
najvecje, poleg tega je ta tocka tudi precej oddaljena od 89,29
nevtralne osi (tudi upogibne napetosti bodo visoke). -
1 T
Tocka K je blizje nevtralni osi kot tocka K; (manjSe Ki Q\J N ZT, ( )’ r4
.

-_—

upogibne napetosti), strizne napetosti pa so tudi nizje,
kot v tocki K. Primerjalne napetosti v tocki Ko tako ni
potrebno racunati, ker je zagotovo manj obremenjena

kot tocka K. lyT, (2), y

* Preverjanje napetosti v tocki Ka:

_6,67-1000Nmm =60 -1000Nmm
> 025 (T mmys — T

% = 325 (11 mm)*

ok, = —93, 5 MPa

Opk, = |0k,2 + 37x,2 =+/(—93,5 MPa)? + 3- 02 = 93,5 MPa

Prerez v tocki K3 zdrzi obremenitev, saj je primerjalna napetost nizja od dopustne vrednosti (130 MPa).

** Preverjanje napetosti v tocki Ki:
My, 60 - 1000 Nmm

e = = = 55,82 MPa
b Wik %- 3. (11 mm) - (11 mm)?
M; M,
Uxx,Kl = O—Kl = I_yKl - I_ZKl
1 2
6,67 - 1000 Nmm —60 - 1000 Nmm
Og., = (0 mm) — (—=5,5 mm)

1 225-(11 mm)* 0,25 - (11 mm)*4

o, = —90,16 MPa



Opk, = |0, +31x,2 = /(=90,16 MPa)? + 3 - (55,82 MPa)? = 132,2 MPa

Prerez v tocki K1 ne zdrZzi obremenitve, saj je primerjalna napetost visja od dopustne vrednosti. Kriti¢na
tocka na nosilcu za pravokotni prerez tako ni tocka B, ampak toCka C. Ce prerez sedaj Se enkrat
dimenzioniramo tako, da bo primerjalna napetost v tocki Ki na mestu C na nosilcu nizja od dopustne

vrednosti, dobimo:

— 2 2
O-P,Kl_ ’O-Kl +3TK1 SO_DOP

6671000 Nmm - ~60 - 1000 Nmm( a) 2 601000 Nmm | _
2,25 - (a)* 0,25 - (a)* 2 0263 , | =PoF
0,977

- i/( 60 - 1000 Nmm)2 (0,977 -60 - 1000 Nmm
a = —_—

2
0,5-130 MPa 0,263 -3 - 130 MPa ) = 11,06 mm (a =12 mm)

*#* Za vajo - preverjanje napetosti v tocki K> (za a = 11 mm) na mestu C na nosilcu:

Tk, = 42,1 MPa
oy, = —3,34 MPa
Opx, = 73 MPa

*xkx Za vajo - kako je pa z okroglim prerezom na mestu podpore C (za D = 25 mm)? Izkaze se, da
je za okrogli prerez kriticna tocka B na nosilcu, saj dobimo v najbolj obremenjeni tocki okroglega
prereza s premerom 25 mm v tocki C na nosilcu primerjalno napetost:

op = 51,93 MPa



